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F


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

xi (i = 1, 2, . . . , n)

aij , bi ∈ F (i = 1, 2, . . .m j = 1, 2, . . . , n)
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1.1
由 mn 个数 aij (i = 1, 2, . . .m; j = 1, 2, . . . , n) 排成 m 行、n 列的
矩形阵列：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 = (aij)m×n

称为m 行 n 列矩阵，简称为m× n 矩阵。

aij—A i j (i, j)

m— n—
m = n A n

aii—A i ( )
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aij ∈ R(i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n)

aij ∈ C(i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n)

0m×n 0

aij = 0(i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n)

1 ) 1
)
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A = (aij)m×n, B = (bij)s×t A = B

1 m = s, n = t

2 aij = bij i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2 . . . , n

02×3 ̸= 01×6 ̸= 03×2
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2.1
设 A = (aij)m×k 是 m× k 矩阵，B = (bij)k×n 是 k × n 矩阵，则 A 与
B 的乘积是一个 m× n 矩阵 C = (cij)m×n，其中

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aikbkj

=

k∑
s=1

aisbsj

记作 C = A×B，或简记为 C = AB。
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3 2 2

2 1 0

4 3 1


1 2

3 1

2 2

 =?
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2


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



1 2

3 1

2 2





13 c12

c21 c22

c31 c32





3×
2

2×
1
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 c12

c21 c22

c31 c32





3×
2

2×
1

2× 2
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 c12

c21 c22

c31 c32





3×
2

2×
1

2× 2

+

+
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32





3×
2

2×
1

2× 2

+

+
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32





2
×
1
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32





2
×
1

1
×
3

高等代数 https://gdfzu.club $ 2.2 矩阵及其运算 11 / 39



3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32





2
×
1

1
×
3

0
×
2
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

c21 c22

c31 c32





2
×
1

1
×
3

0
×
2

+

+
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32





2
×
1

1
×
3

0
×
2

+

+
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32




高等代数 https://gdfzu.club $ 2.2 矩阵及其运算 11 / 39



3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32




高等代数 https://gdfzu.club $ 2.2 矩阵及其运算 11 / 39



3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32





2×
2
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32





2×
2

1×
1
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32





2×
2

1×
1

0×
2
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 c22

c31 c32





2×
2

1×
1

0×
2

+

+
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 5

c31 c32





2×
2

1×
1

0×
2

+

+
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 5

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 5

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 5

c31 c32




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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2





13 12

5 5

c31 c32





4
×
1
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3 2 2

2 1 0

4 3 1





1 2

3 1

2 2




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
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 X =


x1

x2
...
xn

 β =


b1

b2
...
bm


AX = β A
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Outline

1 矩阵的定义

2 矩阵乘法

3 矩阵乘法的性质

4 矩阵的其它常用运算
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A =

(
1 0 1

2 1 0

)
, B =

 1 0 1 1

1 1 2 −1

−1 0 −1 0


AB
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A =
(
1 0 4

)
B =

1

1

0

 AB BA

A =

(
0 0

0 1

)
B =

(
0 1

0 0

)
AB BA
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“ ”

AB A B

AB
1 A2×1 B1×3 AB 2× 3 BA
2 A3×1 B1×3 AB BA AB BA

3 A B n AB BA n

AB ̸= BA

AB = BA A B A B

3.1

设 A =

(
1 1

0 1

)
，求所有与 A 可交换的矩阵。
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3.1
称所有对角元都为 1、非对角元都为 0 的 n 阶方阵为 n 阶单位矩阵，
记作 En（或 In），即

En(= In) =


1 0 · · · 0

0 1
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 1

 .

B n En B

EnB = BEn = B.
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0

diag(d1, . . . , dn) =


d1 0 · · · 0

0 d2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 dn

 .
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例 1
设 A = diag(a1, . . . , an) 是一个对角矩阵，B = (bij)n×k 和

C = (cij)m×n 是两个一般的矩阵。则

AB =


a1b11 a1b12 · · · a1b1k

a2b21 a2b22 · · · a2b2k
...

... . . . ...
anbn1 anbn2 · · · anbnk

 ,

CA =


a1c11 a2c12 · · · anc1n

a1c21 a2c22 · · · anc2n
...

... . . . ...
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A =


a11 a12 · · · a1n

0 a22
. . . ...

... . . . . . . an−1,n

0 · · · 0 ann

 aij = 0 ∀i > j i, j = 1, 2, . . . , n

A =


a11 0 · · · 0

a21 a22
. . . ...

... . . . . . . 0

an1 · · · an,n−1 ann

 aij = 0 ∀i < j i, j = 1, 2, . . . , n

— 0
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3.1
1 设 A 和 B 是同阶上三角矩阵，则 AB 也是上三角矩阵。

2 设 A 和 B 是同阶下三角矩阵，则 AB 也是下三角矩阵。

3 设 A 和 B 是同阶对角矩阵，则 AB 也是对角矩阵。
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0

m× n 0m×n

0
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0
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A ̸= 0, AB = AC ̸⇒ B = C.

AB = 0 A ̸= 0 ̸⇒ B = 0

A =

(
0 0

0 1

)
B =

(
0 1

0 0

)
AB = 0 A ̸= 0 B ̸= 0
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3.2
设 A = (aij)m×n、B = (bij)n×k、C = (cij)k×p，则

(AB)C = A(BC).
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例 2

取 A = (1, 2, 3, 4, 5)、B =


6

7

8

9

10

，分别按照 ABA = (AB)A 和

ABA = A(BA) 两个公式计算 ABA，并比较两者在运算量上的差异。
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Outline

1 矩阵的定义

2 矩阵乘法

3 矩阵乘法的性质

4 矩阵的其它常用运算
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4.1
两个同为 m× n 的矩阵相加（减）后得一 m× n 矩阵，其元素为两矩
阵对应元素的和（差）。

A = (aij)m×n, B = (bij)m×n

A+B = (aij + bij)m×n, A−B = (aij − bij)m×n

a11 a12

a21 a22

a31 a32

+

b11 b12

b21 b22

b31 b32

 =

a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

a31 + b31 a32 + b32


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A+B = B +A

(A+B) + C = A+ (B + C)

0 +A = A+ 0 = A

A+ (−A) = 0

−A := 0−A = (−aij)m×n

A−B = A+ (−B)

A(B + C) = AB +AC (A+B)C = AC +BC
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4.2
m× n 阶矩阵与一个数c 相乘后得一 m× n 矩阵，其元素为原矩阵对应
元素乘以这个数。

A = (aij)m×n, cA = (caij)m×n,

c×


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 =


ca11 ca12 · · · ca1n

ca21 ca22 · · · ca2n

· · · · · · · · · · · ·
cam1 cam2 · · · camn


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: c(A+B) = cA+ cB

: (c+ d)A = cA+ dA

: (cd)A = c(dA)

1 : 1A = A

0 : 0A = 0m×n

: cAB = (cA)B = A(cB)
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A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


m×n

→


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
... . . . ...

a1n a2n · · · amn


n×m

= AT
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4.3
设 A = (aij)m×n，B = (bij)n×m。若 bij = aji 对 ∀i, j 均成立，则称 B

是 A 的转置，记作 B = AT ( 或 B = A′)。

1 (AT )T = A

2 (A+B)T = AT +BT

3 (cA)T = cAT

4 (AB)T = BTAT

5 (A1A2 · · ·As)
T = AT

s A
T
s−1 · · ·AT

1
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4.4
一个方阵 A 若满足 A = AT，则称 A 为对称矩阵；若 A = −AT，则称
A 为反对称矩阵。

a11 a12 a13 . . . a1n

a12 a22 a23 . . . a2n

a13 a23 a33 . . . a3n

· · · · · · · · · · · · · · ·

a1n a2n a3n . . . ann




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0 a12 a13 . . . a1n

−a12 0 a23 . . . a2n

−a13 −a23 0 . . . a3n

· · · · · · · · · · · · · · ·

−a1n −a2n −a3n . . . 0




A B C A = B+C
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4.5
设复数 z = a+ bi ∈ C(a, b ∈ R)，称 a− bi 为 z 的共轭元，记为 z。

4.6
复数域 C 上矩阵 A = (ajk)m×n 的共轭矩阵 A 定义为 A = (ajk)m×n。

1 (A) = A
2 A+B = A+B
3 cA = cA

4 AB = AB
5 (AT ) = A

T
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4.7
设 A 是一个方阵，定义方阵的幂：

A2 := A×A; · · · ; Ar := Ar−1 ×A = A×A× · · · × A︸ ︷︷ ︸
r

Ar ×As = Ar+s

(Ar)s = Ars

AB = BA (AB)s = AsBs

AB = BA

(A+B)s =

s∑
i=0

(
s

i

)
As−iBi
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(Ar)s = Ars

AB = BA (AB)s = AsBs

AB = BA

(A+B)s =

s∑
i=0

(
s

i

)
As−iBi
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4.1

设 A =

(
0 1

0 0

)
，求 A2。

4.2

设 B =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

，求 B2，B3。
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4.3

一般的，设 A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 1

0 0 · · · 0 0


n×n

，求 Ak。
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4.4
设

A =

λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

 ,

求 An。

4.5
设

A =

 1 −1 3

−1 1 −3

2 −2 6

 ,

求 A2025。
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