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1 单因式与重因式

2 重因式与导数

3 一次因式重数与多项式函数的根
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1.1
设不可约多项式 p(x) 是 f(x) 的一个因式，如果满足

pk(x)|f(x) 并且 pk+1(x) ̸ |f(x)，

则称 p(x) 是 f(x) 的一个k 重因式。特别的，

当 k = 0 时，p(x) 不是 f(x) 的因式；

当 k = 1 时，p(x) 称为 f(x) 的单因式；

当 k > 1 时，p(x) 称为 f(x) 的重因式。

p(x) f(x) k

⇔ f(x) = pk(x)h(x), (p(x), h(x)) = 1.
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例 1
分别在 R 和 C 上叙述 p(x) = x2 + 1 是否是 f(x) = (x4 − 1)3 的重因
式。若是，是几重因式；若不是，为什么?
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f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

(cf(x))′ = cf ′(x)

(fm(x))′ = mfm−1(x)f ′(x)
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2.1

若不可约多项式 p(x) 是 f(x) 的 k 重因式（k ≥ 1），则 p(x) 是 f ′(x)
的 k − 1 重因式。

2.1
f(x) = x3 − 1, p(x) = x
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2.1
不可约多项式 p(x) 是 f(x) 的 k 重因式 (k > 1) ⇔p(x) 是 (f(x), f ′(x))
的 k − 1 重因式。

2.2
不可约多项式 p(x) 是 f(x) 的 k 重因式 (k ≥ 1) ⇔ p(x) 是
f(x), f ′(x), f ′′(x), . . . , f (k−1)(x) 的因式，但不是 f (k)(x) 的因式。

2.3
p(x) 是不可约多项式，则 p(x) 是 f(x) 的重因式 ⇔ p(x) 是 f(x) 和
f ′(x) 的公因式。
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例 2
证明：有理数域上的多项式 f(x) = 1 + x+ x2

2! +
x3

3! + · · ·+ xn

n! 没有重因
式。
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2.4
设 d(x) = (f(x), f ′(x))，f(x) = f1(x)d(x)，则 f1(x) 是一个无重因式的
多项式，且此多项式的每一个不可约因式与 f(x) 的不可约因式相同。

f(x)
f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))
= cp1(x)p2(x) · · · pm(x)

例 3
求 f(x) = x5 − 15x3 + 10x2 + 60x− 72 在实数域上的标准分解式。

高等代数 https://gdfzu.club §1.5 不可约因式的重数 10 / 19



2.4
设 d(x) = (f(x), f ′(x))，f(x) = f1(x)d(x)，则 f1(x) 是一个无重因式的
多项式，且此多项式的每一个不可约因式与 f(x) 的不可约因式相同。

f(x)
f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))
= cp1(x)p2(x) · · · pm(x)

例 3
求 f(x) = x5 − 15x3 + 10x2 + 60x− 72 在实数域上的标准分解式。

高等代数 https://gdfzu.club §1.5 不可约因式的重数 10 / 19



2.4
设 d(x) = (f(x), f ′(x))，f(x) = f1(x)d(x)，则 f1(x) 是一个无重因式的
多项式，且此多项式的每一个不可约因式与 f(x) 的不可约因式相同。

f(x)
f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))
= cp1(x)p2(x) · · · pm(x)

例 3
求 f(x) = x5 − 15x3 + 10x2 + 60x− 72 在实数域上的标准分解式。

高等代数 https://gdfzu.club §1.5 不可约因式的重数 10 / 19



2.4
设 d(x) = (f(x), f ′(x))，f(x) = f1(x)d(x)，则 f1(x) 是一个无重因式的
多项式，且此多项式的每一个不可约因式与 f(x) 的不可约因式相同。

f(x)
f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))
= cp1(x)p2(x) · · · pm(x)

例 3
求 f(x) = x5 − 15x3 + 10x2 + 60x− 72 在实数域上的标准分解式。

高等代数 https://gdfzu.club §1.5 不可约因式的重数 10 / 19



2.4
设 d(x) = (f(x), f ′(x))，f(x) = f1(x)d(x)，则 f1(x) 是一个无重因式的
多项式，且此多项式的每一个不可约因式与 f(x) 的不可约因式相同。

f(x)
f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))

f(x)

(f(x), f ′(x))
= cp1(x)p2(x) · · · pm(x)

例 3
求 f(x) = x5 − 15x3 + 10x2 + 60x− 72 在实数域上的标准分解式。

高等代数 https://gdfzu.club §1.5 不可约因式的重数 10 / 19



2.5
f(x) 无重因式 ⇔ (f(x), f ′(x)) = 1。

f(x)

f(x)

p(x) f(x) f(x)
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3.1
设 f(x) ∈ F[x]，b ∈ F，且 f(b) = 0，则称 b 为 f(x) 在 F 内的一
个根或零点。

3.1
b 是 f(x) 的根当且仅当 (x− b)|f(x)。

例 4
c = 2 是 f(x) = x5 − 12x3 + 36x+ 12 的根吗?

例 5
证明：x | f(x) 的充分必要条件是 x | f2(x)。
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3.1 ( )
设 f(x) ∈ F[x]，且 deg f(x) = n > 0，则 f(x) 在 F 内至多有 n 个不同
的根。

3.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，且 deg f(x) ≤ n，deg g(x) ≤ n，且存在 n+ 1 个
不同的数 b1, b2, . . . , bn+1 ∈ F，使得 f(bi) = g(bi), i = 1, 2, . . . , n+ 1，则
f(x)，g(x) 作为多项式相等。
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f(x), g(x) ∈ F[x]

f(x), g(x)

f(x), g(x) b ∈ F, f(b) = g(b)

3.2
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，则 f(x), g(x) 作为多项式相等当且仅当 f(x), g(x)
作为多项式函数相等。
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例 6
sinx 不是多项式。

例 7
设 f(x) ∈ F[x], deg f(x) > 0，m ≥ 2 是正整数。又若 f(x)|f(xm)，则
f(x) 的根或为 0 或为单位根。
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3.2
b ∈ F，若 (x− b)k|f(x)，但 (x− b)k+1 ̸ |f(x)，则称 b 为 f(x) 的一个k
重根。

若 k = 1，则称 b 为单根。若 k > 1，则称 b 为重根。

f(x) F F

3.3
设 f(x) ∈ F[x]，且 deg f(x) = n > 0，则 f(x) 在 F 内至多有 n 个根
（重根按重数计）。
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f(x) F F

3.3
设 f(x) ∈ F[x]，且 deg f(x) = n > 0，则 f(x) 在 F 内至多有 n 个根
（重根按重数计）。
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例 8
设 b 是 f(x) 的 k 重根，则 b 是 f ′(x) 的 k − 1 重根。反之未必。

例 9
设 b 是 (f(x), f ′(x)) 的 k − 1 重根（k > 1），则 b 必是 f(x) 的 k 重根。

例 10
p(x) 在 F 上不可约，则必在复数域上无重根。
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例 11
f(x), p(x) 是 F 上多项式，p(x) 在 F 上不可约，且 f(x) 与 p(x) 在 C
上有公共根，则 p(x)|f(x)。

例 12
f(x) ∈ R[x]，若 a+ bi(a, b ∈ R, b ̸= 0) 是 f(x) 的根，证明：a− bi 也是
f(x) 的根。

例 13
f(x) = x3m + x3n+1 + x3p+2，m,n, p 是正整数，则

x2 + x+ 1|x3m + x3n+1 + x3p+2。
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