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1.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，若 d(x) ∈ F[x] 使得

1 d(x)|f(x) 且 d(x)|g(x)；
2 若 h(x)|f(x) 且 h(x)|g(x)，则 h(x)|d(x)；

则称 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的最大公因式。

d(x) f(x) g(x)

高等代数 https://gdfzu.club $1.3 最大公因式和辗转相除法 3/21



1.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，若 d(x) ∈ F[x] 使得

1 d(x)|f(x) 且 d(x)|g(x)；

2 若 h(x)|f(x) 且 h(x)|g(x)，则 h(x)|d(x)；

则称 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的最大公因式。

d(x) f(x) g(x)

高等代数 https://gdfzu.club $1.3 最大公因式和辗转相除法 3/21



1.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，若 d(x) ∈ F[x] 使得

1 d(x)|f(x) 且 d(x)|g(x)；
2 若 h(x)|f(x) 且 h(x)|g(x)，则 h(x)|d(x)；
则称 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的最大公因式。

d(x) f(x) g(x)

高等代数 https://gdfzu.club $1.3 最大公因式和辗转相除法 3/21



1.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，若 d(x) ∈ F[x] 使得

1 d(x)|f(x) 且 d(x)|g(x)；
2 若 h(x)|f(x) 且 h(x)|g(x)，则 h(x)|d(x)；
则称 d(x) 是 f(x) 与 g(x) 的最大公因式。

d(x) f(x) g(x)

高等代数 https://gdfzu.club $1.3 最大公因式和辗转相除法 3/21



例 1
求 (x− 1)3(x+ 2)x 与 (x− 1)2(x+ 2)5(x+ 3) 的最大公因式。

例 2
∀0 ̸= c ∈ F，求 f(x) 与 c 的最大公因式。

例 3
求 f(x) 与 0 的最大公因式。
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f(x) g(x)

f(x), g(x) 1( )
d(x) = g.c.f(f(x), g(x))

d(x) = (f(x), g(x))
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f(x) g(x)
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例 4

1 (f(x), 2)；
2 (f(x), 0)，其中 f(x) ̸= 0；
3 (2, 6)；
4 (x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1, x3 + x2 − x− 1)。
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1.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]。

1 若 g(x)|f(x), 则 (f(x), g(x)) = cg(x)；
2 对任意 l(x) ∈ F[x]，成立

(f(x), g(x)) = (f(x) + l(x)g(x), g(x))

f(x) = g(x)q(x) + r(x) (f(x), g(x)) = (g(x), r(x))

1.1 ( )
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，则存在 d(x) ∈ F[x]，使得 (f(x), g(x)) = d(x)，且
存在 u(x), v(x) ∈ F[x]，使

d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x)
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Euclidean

u(x), v(x) ?
f(x), g(x), d(x) ∈ F[x] d(x) 1

u(x), v(x) ∈ F[x]

d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x)

: d(x) = (f(x), g(x))?
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1.2
d(x) 是 f(x), g(x) 的最大公因子等价于

1 d(x)|f(x)，d(x)|g(x)；
2 ∃u(x), v(x) ∈ F[x]，使得

d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x).
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1.2
对 m 个多项式 fi(x) ∈ F[x](i = 1, 2, . . . ,m)，若存在 d(x) ∈ F[x]，使得

1 d(x)|fi(x)(i = 1, 2, . . . ,m)；
2 若 h(x)|fi(x)(i = 1, 2, . . . ,m)，则 h(x)|d(x)；

则称 d(x) 是 fi(x)(i = 1, 2, . . . ,m) 的最大公因式，其中首一的最大公
因式记为：

(f1(x), f2(x), . . . , fm(x))
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1.1
设 f(x), g(x), h(x) ∈ F[x]，则

( f(x), g(x), h(x) ) = ( (f(x), g(x)) , h(x) )

= ( f(x), (g(x), h(x)) )

例 5
求

(
(x+ 1)3, (x+ 1)(x+ 2), x+ 2

)
。
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2.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，若 ( f(x), g(x) ) = 1，则称 f(x) 与 g(x) 互
素或互质。

2.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，则 f(x), g(x) 互素的充要条件是存在
u(x), v(x) ∈ F[x]，使得

f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1.

d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x)
d(x) = ( f(x), g(x) ) u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1
( f(x), g(x) ) = 1

?
f(x), g(x), h(x) ( f(x), g(x), h(x) ) = 1

?
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例 6
设 a, b ∈ F，a ̸= b，则

(x− a, x− b) = 1.

例 7
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，且 ( f(x), g(x) ) = 1。证明对任意自然数 m

( f(xm), g(xm) ) = 1.
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2.1
设 f1(x)|g(x)，f2(x)|g(x)，且 ( f1(x), f2(x) ) = 1，则 f1(x)f2(x)|g(x)。

2.2
设 f(x)|g(x)h(x)，且 ( f(x), g(x) ) = 1，则

f(x)|h(x).
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2.3
设 ( f1(x), g(x) ) = 1，( f2(x), g(x) ) = 1，则

( f1(x)f2(x), g(x) ) = 1.

2.4
设 ( f(x), g(x) ) = d(x) ̸= 0，且 f(x) = f1(x)d(x)，g(x) = g1(x)d(x)，
则 ( f1(x), g1(x) ) = 1。

2.5
设 t(x) 是首一多项式，( f(x), g(x) ) = d(x)，则

( f(x)t(x), g(x)t(x) ) = d(x)t(x).
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3.1
设 f(x), g(x) ∈ F[x]，若 m(x) ∈ F[x]，使得

1 f(x)|m(x) 且 g(x)|m(x)；
2 若 f(x)|l(x) 且 g(x)|l(x)，则 m(x)|l(x)

则称 m(x) 是 f(x) 与 g(x) 的最小公倍式(l.c.m.)。首一最小公倍式记作
[f(x), g(x)]。

f1(x), f2(x), . . . , fm(x) 的首一最小公倍式记为

[f1(x), f2(x), . . . , fm(x)].
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*

/

4.1
设 p1(x), p2(x), · · · , pm(x) ∈ F[x](m ≥ 2) 两两互素，则存在
fi(x) ∈ F[x](i = 1, 2, · · · ,m)，使得对任意 i, j = 1, 2, · · · ,m 且 i ̸= j，
都有

fi(x) = li(x)pi(x) + 1, fi(x) = hij(x)pj(x).

4.1 ( / )
设 p1(x), p2(x), · · · , pm(x) ∈ F[x](m ≥ 2) 两两互素，
g1(x), g2(x), · · · , gm(x) ∈ F[x] 且 deg gi(x) < deg pi(x)，则存在唯一多
项式 g(x)，使得对任意 i = 1, 2, · · · ,m，有

g(x) = pi(x)qi(x) + gi(x),

且 deg g(x) <
m∑
i=1

deg pi(x)。
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*

例 8
设 f(x) 除以 x2 + 1, x2 + 2 的余式分别为 4x+ 4, 4x+ 8。求 f(x) 以及
f(x) 除以 (x2 + 1)(x2 + 2) 的余式。
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