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同余关系

定义
设 V 是一个线性空间，V ′ ⊆ V 是 V 的一个子空间，若
α, β ∈ V 满足 α− β ∈ V ′，则我们称 α 与 β模 V ′ 同余，记为
α ∼V ′ β。

例
二维平面 R2 的一个 1 维子空间 L 是过原点的一条直线，平面
上两点 α, β ∈ R2 模 L 同余（α− β ∈ L）在几何上有何含义？

答：α ∼L β 表明 α, β 两点同在一条平行于 L 的直线上。
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同余关系与等价关系

可以验证同余关系 ∼V ′ 满足：

自反性：α ∼V ′ α, ∀α ∈ V；
对称性：若 α ∼V ′ β 则 β ∼V ′ α；

传递性：若 α ∼V ′ β 且 β ∼V ′ γ，则 α ∼V ′ γ。

因此，同余关系是等价关系。
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同余类

在同余等价关系下的每一个等价类可写成如下形式。

定义
设 α ∈ V，我们定义 V 的子集

α+ V ′ := {α+ β | β ∈ V ′}

为 V 中模 V ′ 的同余类，α 称为该同余类的一个代表元。

例
设子空间 L 是 R2 上过原点的一条直线，对于平面上一点
α ∈ R2，模 L 的同余类 α+ L 在几何上有何含义？

答：α+ L 就是平面上过点 α 且与 L 平行的直线。
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同余关系的性质

命题

1 α′ +V ′ = α+V ′ 当且仅当 α′ ∈ α+V ′，即在同一个同余类
内部挑选任意代表元不改变同余类；

2 β +V ′ 6= α+V ′ 当且仅当 (β +V ′)∩ (α+V ′) = ∅，即不同
的同余类不相交。
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同余类的集合

设 V ′ 是 V 的子空间，V 中所有模 V ′ 同余类构成的集合，
记为

V /V ′ := {α+ V ′ | α ∈ V }.

例
设子空间 L 是 R2 上过原点的一条直线，则 R2/L 就是平面商所
有与 L 平行的直线的集合。

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.8 商空间与线性映射的结构 *
高等代数（下） 9 / 18



同余类 商空间及其维数 商空间与线性映射的结构

同余类的加法和数乘

定义

设 V ′ 是数域 F 上线性空间 V 的子空间。对任意两个模 V ′ 的
同余类 α+ V ′, β + V ′ ∈ V /V ′，定义同余类的加法为

(α+ V ′) + (β + V ′) := (α+ β) + V ′.

对任意 c ∈ F，定义同余类的数乘为

c(α+ V ′) := cα+ V ′.

问题：当同余类选择不同代表元时，加法和数乘的定义是否
能保持一致？
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商空间

可以验证，同余类的加法和数乘满足线性空间定义中要求的
10 条运算性质

定理
设 V ′ 是数域 F 上线性空间 V 的子空间，则集合 V /V ′ 关于同
余类的加法和数乘构成数域 F 上的线性空间。我们称 V /V ′ 为
V 对 V ′ 的商空间。
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商空间的维数

考虑从 V 到商空间 V /V ′ 的一个自然线性映射

π : V → V /V ′, α 7→ α+ V ′

π 的核空间：Kerπ = V ′

π 的像空间：Imπ = V /V ′

由线性映射基本定理得

定理
设 V ′ 是 V 的子空间，则商空间 V /V ′ 的维数为

dim V /V ′ = dim V − dim V ′.
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关于线性映射与核空间的观察

Kerφ 中的向量都被 φ 映射到 0

φ 仅对 Kerφ 之外的向量有非平凡的作用

考虑 V 空间对核空间 Kerφ 的商空间 V /Kerφ

φ 作用在商空间中的同余类会有什么效果？
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辅助映射

考虑一个从 φ 诱导出的，从 V /Kerφ 到 Imφ 的映射。

定义
设 φ ∈ L(V ,U )，定义映射

φ̃ : V /Kerφ → Imφ, α+ Kerφ 7→ φ(α).

当同余类取不同代表元时，φ̃ 的定义是否一致？
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φ̃ 是同构映射

定理
φ̃ 是从 V /Kerφ 到 Imφ 的同构映射，因而我们有

dim V /Kerφ = dim Imφ.
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同构交换关系

设 π 是从 V 到 V /Kerφ 的自然映射

π : α 7→ α+ Kerφ.

命题

给定线性映射 φ ∈ L(V ,U ) 和 π，φ̃ 是满足下面关系的唯一同构
映射

φ = φ̃π.
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从商空间看线性映射

商空间 V /Kerφ 将 V 划分成不相交的同余类 α+ Kerφ；
φ 将同一个同余类 α+ Kerφ 都唯一地映射到 Imφ 中的向
量 φ(α)；

特别地，0 + Kerφ 被映射为零向量。
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