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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

线性映射与基向量

线性映射的行为由其在基向量上的行为唯一决定

命题

设 V 和 U 为数域 F 上的有限维线性空间，(ξ1, . . . , ξn) 是 V 的
基。对于 U 中的任意 n 个向量 β1, . . . , βn，存在唯一的从 V 到
U 的线性映射 φ ∈ L(V ,U ) 满足

φ(ξi) = βi , ∀i = 1, 2, . . . , n.
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

线性映射的表示矩阵

定义
设 V ,U 是 F 上的线性空间，(ξ1, ξ2, · · · , ξn) 是 V 的一个基，
(η1, η2, · · · , ηm) 是 U 的一个基，设

φ(ξ1) = a11η1 + a21η2 + · · ·+ am1ηm

φ(ξ2) = a12η1 + a22η2 + · · ·+ am2ηm
...

φ(ξn) = a1nη1 + a2nη2 + · · ·+ amnηm

,

形式上记为 φ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (η1, η2, · · · , ηm)A，其中

A =

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


m×n

∈ Fm×n

被称为 φ 在 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 与 (η1, η2, · · · , ηm) 下的矩阵，或称表示矩
阵。
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

表示矩阵的唯一性

表示矩阵 A 的第 j 列是 φ(ξj) 在基 (η1, . . . , ηm) 下的坐标

由坐标的唯一性，φ 的表示矩阵 A 被唯一确定

另一方面，给定源空间和目标空间的两个基，以及矩阵
A ∈ Fm×n（即确定了源空间基向量在 φ 下像的坐标），则线
性映射 φ 被唯一确定
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

例子

例
设 V1,V2 为线性空间 V 的的子空间，且 V = V1 ⊕ V2。考虑从
V 到 V1 的投影映射：

φ : V → V1, α = α1 + α2 7→ α1,

其中 α1 ∈ V1, α2 ∈ V2 是将 α 分解为 V1 和 V2 中向量和的唯一
方式。
又设 (ξ1, . . . , ξr) 为 V1 的基，(ξr+1, . . . , ξn) 为 V2 的基，求 φ
在 (ξ1, . . . , ξn) 和 (ξ1, . . . , ξr) 下的矩阵。
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

表示矩阵与坐标

命题

设 (ξ1, . . . , ξn)、(η1, . . . , ηm) 分别为线性空间 V 和 U 的基，又
设线性映射 φ ∈ L(V ,U ) 在基 (ξ1, . . . , ξn) 和 (η1, . . . , ηm) 下的
表示矩阵为 A ∈ Fm×n。
若 α ∈ V 在基 (ξ1, . . . , ξn) 下的坐标为 x ∈ Fn，则 φ(α) 在基
(η1, . . . , ηm) 下的坐标为 Ax。

例
求线性映射 φ : F3 → F2, (x, y, z)T 7→ (x + y, 2y − z)T 在基
(ε1, ε2, ε3) 和基 (ε′1, ε

′
2) 下的表示矩阵 1，并求 φ((3, 2,−1)T ) 在

(ε′1, ε
′
2) 下的坐标。

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.6 线性映射的表示矩阵
高等代数（下） 8 / 16



表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

1 表示矩阵

2 线性映射空间与矩阵空间的同构

3 不同基下的表示矩阵

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.6 线性映射的表示矩阵
高等代数（下） 9 / 16



表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

线性运算下的表示矩阵

引理

设 V 和 U 为数域 F 上的有限维线性空间，(ξ1, . . . , ξn)、
(η1, . . . , ηm) 分别为 V 和 U 的基，又设线性映射
φ,ψ ∈ L(V ,U ) 在的表示矩阵分别为 A,B ∈ Fm×n，则

φ+ ψ 的表示矩阵为 A + B；
对于任意 c ∈ F，cφ 的表示矩阵为 cA。

上述引理表明，从线性映射到表示矩阵的映射可以保持线性
映射的加法和数乘运算

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.6 线性映射的表示矩阵
高等代数（下） 10 / 16



表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

线性映射空间与矩阵空间同构

定理
设 (ξ1, . . . , ξn)、(η1, . . . , ηm) 分别为线性空间 V 和 U 的基。令
Θ : L(V ,U ) → Fm×n , φ 7→ A 为线性映射 φ 到其在 (ξ1, . . . , ξn)
与 (η1, . . . , ηm) 下的表示矩阵 A 的映射，则 Θ 是同构映射。因
此，线性映射空间 L(V ,U ) 与矩阵空间 Fm×n 同构。

由于线性映射空间与表示矩阵空间同构，关于线性映射的许
多线性代数性质的讨论可以等价地转化为对我们较为熟悉的
矩阵的讨论

这是一种常见的证明策略
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

交换关系视角下的同构

设线性映射 φ ∈ L(V ,U ) 在基 (ξ1, . . . , ξn) 和 (η1, . . . , ηm) 下的
表示矩阵为 A ∈ Fm×n，我们构造下列几个映射：

σV : V → Fn , α 7→ (a1, . . . , an)
⊤ 为将向量

α =
∑n

i=1 aiξi ∈ V 映射到其在基 (ξ1, . . . , ξn) 下坐标的映
射；

σU : U → Fm , β 7→ (b1, . . . , bm)⊤ 为将向量
β =

∑m
j=1 bjηj ∈ V 映射到其在基 (η1, . . . , ηm) 下坐标的映

射；

φA : Fn → Fm , x 7→ Ax 为基于矩阵 A 的从 n 维列向量到
m 维列向量的映射。
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

交换关系视角下的同构

命题

φ = σ−1
U φAσV .

图 1: 同构交换关系图
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

表示矩阵与相抵关系

定理
设 ξ1, ξ2, · · · , ξn 和 ξ′1, ξ

′
2, · · · , ξ′n 是 V 的两组基，且

(ξ′1, ξ
′
2, · · · , ξ′n) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)P.

又设 η1, η2, · · · , ηm 和 η′1, η
′
2, · · · , η′m 是 U 的两组基，且

(η′1, η
′
2, · · · , η′m) = (η1, η2, · · · , ηm)Q.

设线性映射 φ ∈ L(V ,U ) 满足

φ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (η1, η2, · · · , ηm)Am×n

φ(ξ′1, ξ
′
2, · · · , ξ′n) = (η′1, η

′
2, · · · , η′m)Bm×n

则 B = Q−1AP，即 A 与 B 相抵。
反之，若 A 与 B 相抵，则 A,B 是同一个线性映射在不同基下的矩阵。
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表示矩阵 线性映射空间与矩阵空间的同构 不同基下的表示矩阵

例子

例
在次数不超过 2 的多项式线性空间 F2[x] 中，考虑微分算子
D : p(x) 7→ p′(x)。

1 求 D 在基 (1, x, x2) 和 (1, x, x2) 下的矩阵 A。
2 求 D 在基 (1, x + 1, (x + 1)2) 和 (1, x + 1, (x + 1)2) 下的矩
阵 B。
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