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加法与数乘

定义

设 V 和 U 为数域 F 上的两个线性空间，对于任意
φ,ψ ∈ L(V ,U ) 以及 c ∈ F，定义线性映射的加法和数乘运算如
下

加法 φ+ ψ：(φ+ ψ)(α) = φ(α) + ψ(α), ∀α ∈ V；
数乘 cφ：(cφ)(α) = cφ(α), ∀α ∈ V。
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线性映射构成的线性空间

命题 (加法与数乘的封闭性)
设 φ,ψ 是从 F 上线性空间 V 到 U 的线性映射，c ∈ F，则

φ+ ψ ∈ L(V ,U ) 且 cφ ∈ L(V ,U ).

定理
数域 F 上的线性空间 V 到线性空间 U 的全体线性映射集合
L(V ,U ) 关于线性映射的加法和数乘构成 F 上的线性空间。
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乘法

定义

设 U ,V ,W 为线性空间，给定线性映射 φ ∈ L(V ,U ) 和
ψ ∈ L(U ,W )，ψ 与 φ 的乘积，记为 ψφ，定义如下

ψφ(α) = ψ(φ(α)), ∀α ∈ V .

线性映射相乘本质上是两个线性映射的合成

φ 的目标空间和 ψ 的源空间要匹配才能相乘

线性变换可以随意相乘
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线性映射相乘仍得线性映射

命题

设 U ,V ,W 为数域 F 上的线性空间，φ ∈ L(V ,U )，
ψ ∈ L(U ,W )，则 ψφ 是从 V 到 W 的线性映射。
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乘法相关性质

命题 (乘法结合律)

设 φ ∈ L(V1,V2), ψ ∈ L(V2,V3), δ ∈ L(V3,V4) 为线性映射，则

δ(ψφ) = (δψ)φ.

命题 (乘法单位元)

设 idV ∈ L(V ,V ) 和 idU ∈ L(U ,U ) 分别为线性空间 V 和 U
上的恒等变换，对于任意为从 V 到 U 的线性映射
φ ∈ L(V ,U )，有

φidV = idUφ = φ,

即 idV 和 idU 分别为右乘和左乘单位元。

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.4 线性映射的运算
高等代数（下） 9 / 12



线性映射的加法与数乘 线性映射的乘法

乘法相关性质

命题 (线性映射乘法与加法的分配律)
设 ψ,ψ1, ψ2 ∈ L(U ,W )，φ,φ1, φ2 ∈ L(V ,U )，则

(ψ1 + ψ2)φ = ψ1φ+ ψ2φ 且 ψ(φ1 + φ2) = ψφ1 + ψφ2.
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线性映射相乘特例

例

设有矩阵 A ∈ Fm×n ,B ∈ Fn×p，定义线性映射
φ : Fp → Fn , α 7→ Bα 和 ψ : Fn → Fm , β 7→ Aβ，证明：

ψφ(α) = ABα, ∀α ∈ Fp,

即 ψ 与 φ 相乘对应了 A 与 B 的矩阵相乘。

这是线性映射乘法的重要例子，后续我们将看到对于有限维
线性空间来说，线性映射乘法等价于矩阵乘法
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线性映射乘法不满足交换律

例 (线性映射乘法的非交换性)
考虑线性映射 φ : R[x] → R[x], p(x) 7→ xp(x) 和
D : D[a, b] → R, f 7→ f ′，证明：Dφ 6= φD。

除了不满足交换律以外，类似于矩阵在乘法下未必可逆，线
性映射在乘法下的逆元也未必存在
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