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保持线性物体的对应关系

问题
如何在 2 维平面上展示 3 维物体？

要求：3 维物体中的任意一直线段对应于 2 维平面上的直线段。

从代数学的角度来说，在上述例子中我们希望找到保持线性
运算关系的映射
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线性映射的定义

定义

设 V 和 U 为两个线性空间，φ : V → U 为集合 V 到 U 的一
个映射。若 φ 满足下列性质

1 保持加法结构：φ(α+ β) = φ(α) + φ(β), ∀α, β ∈ V；
2 保持数乘结构：φ(cα) = cφ(α), ∀c ∈ R, α ∈ V；
则称 φ 为 V 到 U 的一个线性映射。V 到 U 的所有线性映射构
成的集合记为 L(V ,U )。
当 U = V 时，φ ∈ L(V ,V ) 也被称为线性变换（或线性算子）
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例子

例 (零映射)

设 V 为任一线性空间，验证从 V 到 V 的映射 φ : α 7→ 0 是一
个线性映射。我们称该线性映射为零映射。

例 (恒等映射)

设 V 为任一线性空间，验证从 V 到 V 的恒等映射/变
换idV : α 7→ α 是线性映射/变换。

例 (投影映射)

验证 F2 到 F 的映射 φ : (x, y)⊤ 7→ x 是线性映射。
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例子

例

一元多项式集合 F[x] 到自身的映射
φ : F[x] → F[x], p(x) 7→ xp(x) 是线性映射。

例 (求导运算)

考虑区间 [a, b] ⊂ R 上的可微函数空间 D[a, b] 到自身的映射
D : f 7→ f ′，其中 f ′ 是 f 的导函数。求导运算 D 是线性变换，也
称为微分算子。

例 (积分运算)

考虑区间 [a, b] ⊂ R 上的连续函数空间 C [a, b] 到 R 的映射
T : f 7→

∫ b
a f (x)dx。积分运算 T 是线性映射。

V 到 F 的线性映射 φ ∈ L(V ,F) 也被称为线性函数
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例子

例 (矩阵乘以列向量)

给定矩阵 A ∈ Fm×n，定义从 Fn 到 Fm 的映射 φA : α 7→ Aα 是
线性映射。

后续我们将看到任何有限维线性空间上的线性映射都能表示
成上述形式
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线性映射的判定

命题

设 φ : V → U 为线性空间 V 到 U 的一个映射。φ 是线性映射
当且仅当，对于任意 α, β ∈ V 以及 c1, c2 ∈ F 有

φ(c1α+ c2β) = c1φ(α) + c2φ(β).

推论

φ 是线性映射当且仅当，对于任意正整数 n 和 α1, . . . , αn ∈ V
以及 c1, . . . , cn ∈ F 有

φ(c1α1 + · · ·+ cnαn) = c1φ(α1) + · · ·+ cnφ(αn).
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保零向量

命题

设 V 和 U 为数域 F 上的两个线性空间，若映射 φ : V → U 是
线性映射，则

φ(0V ) = 0U ,

其中 0V 为 V 空间中的零向量，0U 为 U 空间中的零向量。
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单射线性映射的判定

命题

设 V 和 U 为数域 F 上的两个线性空间，φ : V → U 是线性映
射，则 φ 是单射的充要条件是：若 φ(α) = 0U 则 α = 0V。
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保线性表出关系和线性相关性

命题

设 φ 为线性空间 V 到 U 的线性映射，若向量 α ∈ V 在 V 中
可由向量组 α1, . . . , αn ∈ V 线性表出，则 φ(α) 在 U 中也可由
向量组 φ(α1), . . . , φ(αn) 线性表出。

命题

设 φ 为线性空间 V 到 U 的线性映射。若 V 中向量组
α1, . . . , αn ∈ V 线性相关，则 φ(α1), . . . , φ(αn) 在 U 中也线性
相关。

例
考虑线性映射 φ : F2 → F, (x, y)T 7→ x，判断 F2 中两个线性无
关的向量 (1, 0)⊤, (0, 1)⊤ 在 φ 下的像是否线性无关？
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保子空间

命题

设 φ 为线性空间 V 到 U 的线性映射。若 V ′ ⊆ V 是 V 的子空
间，则 φ(V ′) 是 U 的子空间。
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