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线性空间中对象的表示

问题：
在日常生活中，我们如何定位一个物体？

在抽象的线性空间中，我们如何“定位”一个向量？
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向量坐标的定义

定义
设 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 是线性空间 V 的一个基，任意向量 α ∈ V 可
由 ξ1, ξ2, · · · , ξn 唯一地线性表示为

α = c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cnξn ,

其中 c1, c2, · · · , cn ∈ F。将 (c1, c2, · · · , cn)
⊤ 称为 α 在基

ξ1, ξ2, · · · , ξn 下的坐标，形式上记为

α = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)


c1
c2
...

cn

 .

向量在一个基下的坐标具有唯一性。
第六章 一般线性空间与线性映射 $6.2 坐标与基变换
高等代数（下） 6 / 20



引子 坐标 从向量到坐标的映射 基变换与过渡矩阵 坐标变换

例子

例
在 R3 中取 ((1, 0, 0)⊤, (0, 1, 0)⊤, (0, 0, 1)⊤) 和
((1, 0, 0)⊤, (1, 1, 0)⊤, (1, 1, 1)⊤) 分别作为两个基，求向量
(x, y, z)⊤ ∈ R3 在上述两个基下的坐标。

例

设 A =

(
1 −1
0 1

)
∈ F2×2

求 A 在 E11,E12,E21,E22 下的坐标；

求 A 在 E11,E12,E22,E21 下的坐标；

求 A 在 E11,E11 + E12,E21,E22 下的坐标。

向量的坐标依赖于基。在不同的基下，坐标不同。
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映射的定义

定义
设 S ,T 为非空集合，用 φ 表示一个从 S 到 T 的对应法则。
若对任意 s ∈ S，都存在 T 中唯一的元素 t ∈ T 与之对应，
则称 φ 为 S 到 T 的映射，记为φ : S → T。
用t = φ(s)或φ : s 7→ t表示在映射 φ 下 t 与 s 相对应。称 t
为 s 在 φ 下的像，s 为 t 的原像。
当取遍 S 中所有元素 s 时，所有像的集合记为

Im(φ) = φ(S) = {φ(s) | s ∈ S}.

元素 t ∈ T 的原像集合记为

φ−1(t) = {s ∈ S | φ(s) = t}.
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特殊映射

定义
设有非空集合 S ,T 及映射 φ : S → T。
（单射）：若对于任意 s1 6= s2 ∈ S 有 φ(s1) 6= φ(s2)，则称 φ
为单射。等价说法：对于任意 s1, s2 ∈ S，若 φ(s1) = φ(s2)
则 s1 = s2。
（满射）：若对于任意 t ∈ T 都存在 s ∈ S 使得 t = φ(s)，则
称 φ 为满射。

若 φ 既是单射又是满射，则称 φ 为双射，也称一一映射。
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坐标映射

命题
设 φ : V → Fn 为从 n 维线性空间 V 到列向量空间 Fn 的映射，
具体定义为

φ(α) = (c1, . . . , cn)
T , ∀α ∈ V ,

其中 (c1, . . . , cn)
T 为 α 在基 (ξ1, . . . , ξn) 下的坐标。则映射 φ

是双射。
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保持线性运算

定理

设 (ξ1, . . . , ξn) 是数域 F 上 n 维线性空间 V 的一组基，
φ : V → Fn 为从 V 中向量到其在 (ξ1, . . . , ξn) 下坐标的映射，
则 φ 满足如下性质：

1 保持加法运算：φ(α+ β) = φ(α) + φ(β), ∀α, β ∈ V；
2 保持数乘运算：φ(cα) = cφ(α), ∀c ∈ F, α ∈ V。

加法和数乘运算统称线性运算
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坐标与线性相关/无关性

由于坐标映射保持线性运算，有限维线性空间中与线性代数
有关的讨论都可以等价地转化到列向量空间中进行

推论

设 (ξ1, . . . , ξn) 是 n 维线性空间 V 的一组基，αi ∈ V , i ∈ [m] 是
V 中的 m 个向量，(c1i , c2i , . . . , cni)

T 为 αi 在 (ξ1, . . . , ξn) 下的
坐标。则向量组 α1, . . . , αm 线性无关的充分必要条件是它们的
坐标向量组 (c11, . . . , cn1)

T , . . . , (cm1, . . . , cmn)
T 线性无关。
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过渡矩阵

定义
设 (η1, η2, · · · , ηn) 和 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 是线性空间 V 的两个基，
若 

η1 = a11ξ1 + a21ξ2 + · · ·+ an1ξn
...

ηn = a1nξ1 + a2nξ2 + · · ·+ annξn

,

即 (η1, η2, · · · , ηn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)A，则称矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


是 ξ1, ξ2, · · · , ξn 到 η1, η2, · · · , ηn 的过渡矩阵。
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过渡矩阵与可逆性

命题

设 T 为从线性空间 V 的基 (ξ1, . . . , ξn) 到基 (η1, . . . , ηn) 的过渡
矩阵，则 T 为可逆矩阵。

命题
设 (ξ1, . . . , ξn) 是 n 维线性空间 V 的一组基，

T =


c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
cn1 cn2 · · · cnn


是一个可逆矩阵，则由 (η1, . . . , ηn) = (ξ1, . . . , ξn)T 所定义的
(η1, . . . , ηn) 也是 V 的基。
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过渡矩阵的传递关系

命题
设 η1, η2, · · · , ηn，ζ1, ζ2, · · · , ζn 和 ξ1, ξ2, · · · , ξn 是线性空间 V
的三个基，它们满足

(η1, η2, · · · , ηn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)A
(ζ1, ζ2, · · · , ζn) = (η1, η2, · · · , ηn)B

则
(ζ1, ζ2, · · · , ζn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)(AB).

推论
设 η1, η2, · · · , ηn 和 ξ1, ξ2, · · · , ξn 是线性空间 V 的两个基，它们
满足 (η1, η2, · · · , ηn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)A，
(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (η1, η2, · · · , ηn)B 则 A,B 可逆且 A = B−1。
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基变换下的坐标变换

定理
设线性空间 V 的基 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 到 (η1, η2, · · · , ηn) 的过渡矩
阵为 T，若向量 α ∈ V 在 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 下的坐标是 x，在
(η1, η2, · · · , ηn) 下的坐标为 y，则 x = Ay。

坐标运算的“结合律”：
α = ((ξ1, . . . , ξn)T )y = (ξ1, . . . , ξn)(Ty)

例
设

A1 =

(
1 1
0 1

)
, A2 =

(
2 1
3 1

)
, A3 =

(
1 1
0 0

)
, A4 =

(
0 1
−1 −1

)
,

求 B =

(
1 0
0 0

)
在基 (A1,A2,A3,A4) 下的坐标。
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过渡矩阵的“传递性”

推论
设 (η1, · · · , ηn)，(ζ1, · · · , ζn) 和 (ξ1, · · · , ξn) 是线性空间 V 的三
个基，它们满足

(η1, · · · , ηn) = (ξ1, · · · , ξn)A, (ζ1, · · · , ζn) = (η1, · · · , ηn)B.

则 (ζ1, · · · , ζn) = (ξ1, · · · , ξn)(AB)。

例
下面的两个向量组都能构成 F3 的基：
ξ1 = (1, 0,−1)T , ξ2 = (2, 1, 1)T , ξ3 = (1, 1, 1)T，
η1 = (1, 2, 1)T , η2 = (1, 2, 0)T , η3 = (1, 0, 0)T。
求从基 (ξ1, ξ2, ξ3) 到基 (η1, η2, η3) 的过渡矩阵。
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