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基于向量加法和数乘的代数系统

记 Fm := {(a1, · · · , am)⊤|a1, · · · , am ∈ F} 为数域 F 上全体 m 维
列向量构成的集合。定义 Fm 中向量之间的加法和数乘运算如下：

1 加法：设 α = (a1, a2, · · · , am)⊤, β = (b1, b2, · · · , bm)⊤ 为
Fm 中两个向量，定义加法 (+) 运算

α+ β := (a1 + b1, a2 + b2, · · · , am + bm)⊤.

2 数乘：设 c ∈ F, α = (a1, a2, · · · , am)⊤ ∈ Fm，定义数乘 (·)
运算

c · α := (ca1, ca2, · · · , cam)⊤.
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向量加法和数乘所满足的性质

向量加法所满足性质：
1 封闭性：任意 α, β ∈ Fm 满足 α+ β ∈ Fm；
2 结合律：任意 α, β, γ ∈ Fm 满足 α+ (β + γ) = (α+ β) + γ；
3 交换律：任意 α, β ∈ Fm 满足 α+ β = β + γ；
4 有 0 元：存在 (0, 0, · · · , 0)⊤ ∈ Fm 使得对于任意 α ∈ Fm 有

(0, 0, · · · , 0)⊤ + α = α；
5 有逆元：对于任意 α = (a1, a2, · · · , am)⊤ ∈ Fm，存在

−α = (−a1,−a2, · · · ,−am)⊤ 使得 (−α) + α = 0。

向量数乘满足性质：
1 封闭性：任意 α ∈ Fm, c ∈ F 满足 cα ∈ Fm；
2 对 F 中的幺元 1 和任意 α ∈ Fm，有 1α = α；
3 对于任意 c, d ∈ F 和任意 α ∈ Fm，有 (cd)α = c(dα)；
4 对于任意 c, d ∈ F 和任意 α ∈ Fm，有 (c + d)α = cα+ dα；
5 对于任意 c ∈ F 和任意 α, β ∈ Fm，有 c(α+ β) = cα+ cβ。
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列向量空间

定义 (m 维列向量空间)
数域 F 上全体 m 维列向量构成的集合 Fm，连同定义在其上的
加法 (+) 运算和数乘 (·) 运算一起，被称为数域 F 上的 m 维列
向量空间，记为(Fm ,+, ·)。

一方面，第四章中关于列向量空间的所有理论都建基于列向
量加法和数乘的 10 条性质

另一方面，加法和数乘的 10 条运算性质其实并不依赖于列
向量的具体形式

问题：是否能拜托列向量的具体形式，仅依赖于运算的性质
建立一套抽象的代数系统以推广列向量空间理论？
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运算的本质

列向量加法：取 Fm 中 α, β，依特定规则将它们对应到 Fm 中的
另一个列向量“α+ β”

定义
设 S 和 T 是非空集合，用 φ 表示一个从 S 中元素到 T 中元素
的对应规则。若对 ∀s ∈ S，有且仅有唯一的 t ∈ T 与之对应，则
称 φ 是从 S 到 T 的映射。

从本质上说，列向量加法是从 Fm × Fm 到 Fm 的映射

类似地，列向量数乘是从 F× Fm 到 Fm 的映射
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抽象加法

定义
设 V 是一个非空集合。定义 V 上的加法（记为+）为满足下面
要求的运算法则：对任意 α, β ∈ V，按该运算法则存在唯一的对
应元素，记为α+ β，并且运算法则 + 还满足

1 封闭性：α+ β ∈ V；
2 交换律：α+ β = β + α，∀α, β ∈ V；
3 结合律：α+ (β + γ) = (α+ β) + γ，∀α, β, γ ∈ V；
4 有零向量：存在 V 中某个元素，记为0，使得

α+ 0 = 0 + α = α，∀α ∈ V；
5 有负向量：对任意 α ∈ V，存在 V 中元素 β 使得

α+ β = β + α = 0。

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.1 一般线性空间的定义与举例
高等代数（下） 9 / 36



引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

抽象数乘

定义
设 V 为一定义了加法 + 法则的非空集合，F 为一数域。V 和 F
上的数乘（记为 ·）为满足下面要求的运算法则：对任意 c ∈ F
和 α ∈ V，按该运算法则存在唯一的对应元素，记为c · α（一般
简记为 cα），并且数乘法则还满足

6 封闭性：cα ∈ V，∀c ∈ F, α ∈ V；
7 有数乘单位元：1α = α，∀α ∈ V；
8 数乘与向量加法的分配律：c(α+ β) = cα+ cβ，

∀α, β ∈ V , ∀c ∈ F；
9 数字加法与数乘的分配律：(c + d)α = cα+ dα，

∀c, d ∈ F, ∀α ∈ V；
10 数字乘法与数乘的结合律：(cd)α = c(dα)，

∀c, d ∈ F , ∀α ∈ V。
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一般线性空间

定义
设有非空集合 V 和数域 F，在 V 和 F 上定义了满足要求的加
法运算 (+) 和数乘运算 (·)，则称三元组 (V ,+, ·) 是数域 F 上
的线性空间（又称向量空间）V 中元素称为向量。当加法和数乘
运算在上下文中清楚时，我们将线性空间简记为 V。

满足前述 10 条性质的加法和数乘运算统称线性运算

注意：其他一些教材中通常说 8 条性质（未包含两个封闭性
要求）
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数域构成的线性空间实例

例
实数域 R 关于实数的加法和乘法构成 R 上的线性空间；
复数域 C 关于复数的加法和乘法构成 C 上的线性空间；
更一般地，任意数域 F 关于 F 上的加法与乘法构成 F 上的
线性空间。

注意：实数域 R 关于复数的加法和乘法并不构成 C 上的线
性空间

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.1 一般线性空间的定义与举例
高等代数（下） 12 / 36



引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

列向量空间和矩阵空间相关实例

例 (列向量空间的子空间)
设 V 为 Fm 的一个子空间，则 V 关于列向量的加法和数乘构成
F 上的线性空间。
特别地，设 A 为数域 F 上的 m × n 矩阵，线性方程组 Ax = 0
的解空间 {x ∈ Fn | Ax = 0} 关于 n 维列向量的加法和数乘构成
F 上的线性空间。

例 (矩阵空间)
数域 F 上的所有 m × n 阶矩阵构成的集合，记为 Fm×n，关于矩
阵的加法和数乘构成 F 上的线性空间。
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多项式空间相关实例

例 (多项式空间)
数域 F 上以 x 为变元的所有一元多项式，记为 F[x]，关于多项
式的加法和数乘构成 F 上的线性空间。

例 (有限次多项式空间)
数域 F 上以 x 为变元的所有次数不超过 d 的一元多项式，记为
Fd [x]，关于多项式的加法和数乘构成 F 上的线性空间。
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数学分析相关的实例

例 (数列空间)
所有收敛于 0 的实数列关于数列的加法和数乘构成 R 上的线性
空间。

例 (连续函数空间)
设 [a, b] 为实数域 R 上的闭区间，所有在 [a, b] 上连续的函数，
记为 C [a, b]，关于函数的加法和数乘构成 R 上的线性空间。

例 (可微函数空间)
所有在 [a, b] 上可微的函数，记为 D[a, b]，关于函数的加法和数
乘构成 R 上的线性空间。
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特殊运算的实例

例 (特殊运算构成的线性空间)
设 V = {x ∈ R | x > 0} 为所有正实数构成的集合，取 R 定义 V
上的加法与数乘：

1 加法：x ⊞ y := xy, ∀x, y ∈ V；
2 数乘：c ⊡ x := xc, ∀x ∈ V , c ∈ R。

V 关于上述加法和数乘构成 R 上的线性空间。
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日常生活中的例子

RGB 颜色空间

图像空间

大语言模型内部表示空间
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加法性质

命题 (零向量的唯一性)
V 中存在唯一的零向量。

命题 (负向量的唯一性)
对于任意向量 α ∈ V，V 中存在唯一的向量 β ∈ V 使
α+ β = 0，记该负向量为−α := β。

利用负向量的唯一性可以定义向量间的减法（−）：

α− β := α+ (−β), ∀α, β ∈ V .

命题 (加法消去律)
设 α, β, γ ∈ V，若 α+ β = α+ γ 则 β = γ。
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数乘性质

命题 (数字零的数乘)

0Fα = 0V , ∀α ∈ V .

命题 (零向量的数乘)

c0V = 0V , ∀c ∈ F.

命题 (数字 −1 的数乘)

(−1)α = −α, ∀α ∈ V .
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线性组合

定义
设 V 为 F 上的线性空间，α1, α2, · · · , αn , β ∈ V 以及常数
c1, · · · , cn ∈ F，称向量（或表达式）

c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn ,

为向量组 α1, . . . , αn 的一个线性组合，称 c1, . . . , cn 为这个线性
组合的组合系数，或简称系数。
设向量 β ∈ V 满足

β = c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn ,

则称 β 可由向量组 α1, α2, · · · , αn线性表出/线性表示。
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线性相关/无关

定义
设 α1, . . . , αn 为 F 上线性空间 V中的向量组，若存在不全为
零的数 c1, c2, · · · , cn ∈ F 使得

c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn = 0,

则称向量组 α1, α2, · · · , αn 为线性相关。
否则，若唯一满足上述条件的数为 c1 = 0, c2 = 0, · · · , cn = 0，
则称 α1, α2, · · · , αn 为线性无关。
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测验：能否推广？

命题 (第 4 章命题)
设矩阵 A 的列向量组为 α1, . . . , αn，则 Ax = 0 有非零解的充要
条件是 α1, α2, · · · , αn线性相关。

答：不能

定理 (第 4 章定理)
向量组 α1, α2, · · · , αn线性相关的充要条件是其中至少有一个向
量可由其他向量线性表示。
等价地，向量组 α1, α2, · · · , αn线性无关的充要条件是其中任何
一个向量都无法由其余向量线性表示。

答：能
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测验：能否推广？

命题 (第 4 章命题)
设 m 阶方阵 A 可逆，则 m 维向量组 α1, α2, · · · , αn 线性无关
的充要条件是 Aα1,Aα2, · · · ,Aαn 线性无关。

答：不能
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极大线性无关组

定义
若向量组 α1, α2, · · · , αs ∈ V 的部分组（子集）αi1 , αi2 , · · · , αir
满足

1 αi1 , αi2 , · · · , αir线性无关；

2 将向量组中的任意向量添加到 αi1 , αi2 , · · · , αir 中所得的
r + 1 个向量都线性相关，

则称 αi1 , αi2 , · · · , αir 是向量组 α1, α2, · · · , αs 的一个极大线性无
关组，简称为极大无关组。

定义 (另一等价定义)
若向量组 α1, α2, · · · , αs 可以由部分组（子集）αi1 , αi2 , · · · , αir
线性表示，且表示方法唯一，则称 αi1 , αi2 , · · · , αir 是向量组
α1, α2, · · · , αs 的一个极大线性无关组。

第六章 一般线性空间与线性映射 $6.1 一般线性空间的定义与举例
高等代数（下） 26 / 36



引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

向量组的秩

定义
向量组 α1, α2, · · · , αs 的极大无关组所含向量个数称为该向量组
的秩，记为r(α1, α2, · · · , αs)。定义零向量组的秩为 0。
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测验：能否推广？

命题 (第 4 章命题)
设 A = (α1, α2, · · · , αs) ∈ Fm×s。对 A 做行初等变换化为简化行
阶梯形矩阵 B，设 B 的非零行中的主元所在列为 j1, . . . , jr ∈ [s]，
则 αj1 , . . . , αjr 为列向量组 α1, α2, · · · , αs 的极大无关组。

答：不能

定理 (第 4 章定理)
若向量组 α1, α2, · · · , αs 可由向量组 β1, β2, · · · , βt 线性表示，则

r(α1, α2, · · · , αs) ≤ r(β1, β2, · · · , βt).

答：能
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子空间

定义
设 ∅ ̸= U ⊆ V，若 U 对 V 上所定义的加法和数乘封闭，则称
U 是 V 的线性子空间，简称子空间。

定义
设 α1, . . . , αn ∈ V，称集合

{c1α1 + · · ·+ cnαn | c1, . . . , cn ∈ F}

为由 α1, . . . , αn生成的子空间，或称为向量组 α1, . . . , αn 的生成
子空间，记作⟨α1, . . . , αn⟩。
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引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

交空间与和空间

定义
设 V1,V2 是 V 的子空间，则 V1 ∩ V2 = {α | α ∈ V1, α ∈ V2}
是 V 的子空间，称为 V1 与 V2 的交空间。

定义
设 V1,V2 是 V 的子空间，则

V1 + V2 := {α1 + α2 | ∀α1 ∈ V1, α2 ∈ V2}

是 V 的子空间，称为 V1,V2 的和空间。
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引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

测验：能否推广？

命题 (第 4 章命题)
设 V1,V2 是 Fm 的子空间，则 ⟨V1 ∪ V2⟩ = V1 + V2，即
V1 + V2 是包含 V1 ∪ V2 的最小子空间。

答：能
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引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

线性空间的基与维数

定义
如果在线性空间 V 中存在 n 个向量 ξ1, ξ2, · · · , ξn 满足

1 ξ1, ξ2, · · · , ξn线性无关；

2 V 中的任意向量均可由 ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性表示，

则称 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 为 V 的一个基。

定义
设 V 是一个线性空间。若 V 的基由 n 个向量组成，则称 V 为
一个n 维线性空间，称 n 为 V 的维数，记为 dim V = n 或
dimF V = n。定义零空间的维数为 0。
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引子 一般线性空间的定义 线性运算的性质 从列向量空间到一般线性空间

测验：能否推广？

定理 (第 4 章定理)
设 V 为 Fm 的 n 维线性子空间，ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ V，则下列命
题等价：

1 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 是 V 的基；
2 ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性无关，且 V 中任一向量可由

ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性表示；

3 ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性无关，且 V 中任一向量加入
ξ1, ξ2, · · · , ξn 中后所得向量组线性相关；

4 V 中任一向量可由 ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性表示，且表示法唯一；

5 ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性无关；

6 V 中任一向量可由 ξ1, ξ2, · · · , ξn 线性表示。

答：能
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测验：能否推广？

定理 (第 4 章定理)
设 V 是 Fm 的 n 维线性子空间，且 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 是 V 的一
个基。若 η1, η2, · · · , ηr ∈ V（r < n）线性无关，则必可在
ξ1, ξ2, · · · , ξn 中取 n − r 个向量与 η1, η2, · · · , ηr 凑成 V 的一个
基。

答：能

定理 (第 4 章定理)
设 V1,V2 是 Fm 的子空间，则

dim(V1 ∩ V2) + dim(V1 + V2) = dim(V1) + dim(V2).

答：能
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子空间的直和

定义
设 V1 和 V2 是线性空间 V 的子空间，若 V1 + V2 中的任意向
量 α 的分解方式

α = α1 + α2, α1 ∈ V1, α2 ∈ V2

是唯一的，则称 V1 + V2 为直和（direct sum），记为V1 ⊕ V2。
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测验：能否推广？

定理 (第 4 章定理)
设 V1 和 V2 是 Fm 的子空间，V1 + V2 是直和 V1 ⊕ V2 的充要
条件是 V1 ∩ V2 = {0}。

答：能

命题 (第 4 章命题)
设 V1 和 V2 是 Fm 的子空间，则下列命题等价

1 V1 + V2 是直和 V1 ⊕ V2；

2 dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2；

3 V1 的任意基和 V2 的任意基都能凑成 V1 + V2 的一个基。

答：能
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