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R3 i = (1, 0, 0)T j = (0, 1, 0)T k = (0, 0, 1)T

1.1
设 α1 = (2, 1,−1)T，α2 = (0, 1, 1)T，α3 = (1,−1, 1)T。可以验证
α1, α2, α3 是一个正交向量组。

1.2
若 α1, . . . , αt 是一个正交向量组，且没有 0 向量，则 α1, . . . , αt 线性无
关。
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1.3
设 (α1, . . . , αt) 是 Rn 子空间 V 的一组正交基，对 ∀β ∈ V，记

β = c1α1 + · · ·+ ctαt,

则

cj =
β · αj

αj · αj
, j = 1, . . . , t.
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1.4
若 Rn 中的向量组 α1, . . . , αt 是一个正交向量组，且对每一个向量
αj(j = 1, . . . , t)，

αj · αj = ∥αj∥2 = 1,

则称 α1, . . . , αt 是一个标准正交向量组。称 (α1, . . . , αt) 是 V 的一个标
准正交基，其中

V = ⟨α1, . . . , αt⟩.

1.5
设 (α1, . . . , αt) 是 Rn 子空间 V 的一组标准正交基，对 ∀β ∈ V，记

β = c1α1 + · · ·+ ctαt,
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i, j = 1, . . . , t,

αi · αj = δij =

{
0 i ̸= j,

1 i = j.

A = (α1, . . . , αt) α1, . . . , αt

ATA = Et.

AAT =?
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1 标准正交基
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3 Gram-Schmidt 标准正交化过程
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Projα(β) β α

2.1
设 α, β ∈ Rn，且 α ̸= 0，则

Projα(β) =
β · α
α · α

α.

特别地，若 ∥α∥ = 1，则

Projα(β) = (β · α)α = (ααT )β.
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2.2
对任意非 0 的同维列向量 α 和 β，

α ⊥ (β − Projα(β)).

2.3
设 (α1, . . . , αt) 是 Rn 子空间 V 的一组标准正交基，记
A = (α1, . . . , αt)，则对 ∀β ∈ Rn，

ProjV (β) = Projα1
(β) + · · ·+ Projαt

(β)

= (β · α1)α1 + · · ·+ (β · αt)αt,

= AATβ,

且
(β − ProjV (β)) ⊥ V.
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P = AAT A

P 2 = (AAT )2 = A(ATA)AT = AAT = P.

P 2 = P P

P T = P P
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Gram-Schmidt

1 标准正交基

2 正交投影的计算

3 Gram-Schmidt 标准正交化过程

4 QR 分解
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Gram-Schmidt

3.1
取 α1 = (1, 1, 0)T，α2 = (−2, 0, 1)T，记 V = ⟨α1, α2⟩。构造 V 的一组
标准正交基。

3.2
设 α1 = (1, 1, 1, 1)T，α2 = (0, 1, 1, 1)T，α3 = (0, 0, 1, 1)T。构造
⟨α1, α2, α3⟩ 的一组标准正交基。
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Gram-Schmidt

Gram-Schmidt

3.3
设 α1, . . . , αs 是 Rn 中的一个线性无关向量组，则必存在标准正交向量
组 γ1, . . . , γs，使得对于任意的 r(1 ≤ r ≤ s)，总有

⟨α1, . . . , αr⟩ = ⟨γ1, . . . , γr⟩.
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Gram-Schmidt

3.4
Rn 的任意非 0 子空间必有标准正交基。

3.5
在 Rn 的任意非 0 子空间 V 中，任意标准正交向量组都可扩为 V 的标
准正交基。
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QR

1 标准正交基

2 正交投影的计算

3 Gram-Schmidt 标准正交化过程

4 QR 分解
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QR

QR

4.1
设 A ∈ Rm×n 是一个列满秩矩阵（即 m ≥ n 且 r(A) = n），则存在一个
矩阵 Q ∈ Rm×n 和一个上三角矩阵 R ∈ Rn×n，使得

A = QR, QTQ = En.
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QR

4.2
求矩阵的 QR 分解：

A =


1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 1 1

 .

4.3
设 Am×n 是一个列满秩矩阵，β ∈ Rm，则 AX = β 有唯一的最小二乘
解 X0 = R−1QTβ，其中 A = QR 是 A 的 QR 分解。
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