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1.1
若两个 Rn 中的向量 α 和 β 满足

α · β = 0,

则称 α 和 β正交，记做 α ⊥ β。

0

α = (x, y, 0)T β = (0, 0, z)T

i = (1, 0, 0)T j = (0, 1, 0)T k = (0, 0, 1)T

α = (1, 2, 3)T β = (x, y, z)T

β x+ 2y + 3z = 0
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1.2
对于 Rn 中的两个向量 α 和 β，若 α ⊥ β，则

∥α+ β∥2 = ∥α∥2 + ∥β∥2.
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1.3
设 α ∈ Rn，V 是 Rn 的一个线性子空间。若对任意的 β ∈ V，均有

α · β = 0,

则称向量 α 和空间 V正交，记作 α ⊥ V。

1.4
设 V1, V2 都是 Rn 的子空间，若对 ∀α ∈ V1, β ∈ V2，均有

α · β = 0,

则称 V1 和 V2正交，记做 V1 ⊥ V2。

高等代数 https://gdfzu.club §5.2 正交投影与最小二乘解 5 / 20



/

1.3
设 α ∈ Rn，V 是 Rn 的一个线性子空间。若对任意的 β ∈ V，均有

α · β = 0,

则称向量 α 和空间 V正交，记作 α ⊥ V。

1.4
设 V1, V2 都是 Rn 的子空间，若对 ∀α ∈ V1, β ∈ V2，均有

α · β = 0,

则称 V1 和 V2正交，记做 V1 ⊥ V2。

高等代数 https://gdfzu.club §5.2 正交投影与最小二乘解 5 / 20



/

1.5

在 3 维立体坐标系中，取 V1 是 xoy 平面，即

V1 = {(x, y, 0)T |x, y ∈ R},

取 V2 为 z 轴，即

V2 = {(0, 0, z)T |z ∈ R},

则 V1 ⊥ V2。

在 R3 中，取 V1 是向量 α = (1, 2, 3)T 生成的空间，V2 是线性方程：
x+ 2y + 3z = 0 的解空间，则 V1 ⊥ V2。
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1.6
设 V1, V2 是 Rn 的子空间，

V1 = ⟨α1, . . . , αs⟩, V2 = ⟨β1, . . . , βt⟩.

则 V1 ⊥ V2 当且仅当

αi · βj = 0, ∀i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , t.

1.7
设 A,B 是两个行数相同的矩阵，

V1 = ImA, V2 = ImB.

则 V1 ⊥ V2 当且仅当 ATB = 0.
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1.8
设 V1, V2 是 Rn 的子空间。若 V1 ⊥ V2，则 V1 ∩ V2 = 0。

1.9
设 V 是 Rn 的一个子空间，则存在唯一的一个 Rn 子空间 W，使得

V ⊥ W, V ⊕W = Rn.

W V V V ⊥
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1.10
设 A 是一个列数为 n 的实矩阵。则在 Rn 中，

KerA = (ImAT )⊥.
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2.1
设 V 是 Rn 的子空间，α ∈ Rn。若

α = α1 + α2,

其中 α1 ∈ V，α2 ∈ V ⊥，则称 α1 是 α 在空间 V 上的正交投影，记做
ProjV (α)。

2.2
设 V 是 Rn 的子空间，α ∈ Rn，则对任意的 β ∈ V，

∥α− ProjV (α)∥ ≤ ∥α− β∥.

ProjV (α)
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X
∥AX − β∥
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3.1
对任意的矩阵 A ∈ Rm×n，β ∈ Rm，线性方程组

ATAX = ATβ

均有解，且该方程组的所有解恰好就是

AX = β

的所有最小二乘解。

ATAX = ATβ
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3.2
设 A ∈ Rm×n，β ∈ Rm。若

r(A) = n,

则 AX = β 有唯一的最小二乘解

X = (ATA)−1ATβ.
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MP *

1 正交/垂直

2 正交投影与最短距离

3 无解方程组的最小二乘解

4 MP 广义逆与长度最小的最小二乘解 *
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MP *

4.1
设 A ∈ Rm×n。一个矩阵 B 满足：“若 AX = β 有解，则 X = Bβ 是
AX = β 的一个解”的充分必要条件是

ABA = A.

4.2
设 A ∈ Rm×n。一个矩阵 B 满足：“对任意的 β ∈ Rm，X = Bβ 是
AX = β 的一个最小二乘解”的充分必要条件是

ABA = A, (AB)T = AB.
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MP *

4.3
设 A ∈ Rm×n。一个矩阵 B 满足：“对任意的 β ∈ ImA，X = Bβ 是
AX = β 的一个最小模解”的充分必要条件是

ABA = A, (BA)T = BA.
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MP *

MP

4.4
设 A ∈ Rm×n。若矩阵 B 满足：

1 ABA = A，
2 BAB = B，
3 (AB)T = AB，
4 (BA)T = BA，

则称 B 是矩阵 A 的Moore-Penrose 广义逆，简称为MP 逆。

MP A+

AX = β A†β
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