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1.1
设 α = (a1, . . . , an)

T ∈ Rn、β = (b1, . . . , bn)
T ∈ Rn。α 与 β 的(标准)

内积（也称点积、数量积），记做 α · β，定义为

α · β ≜ a1b1 + · · ·+ anbn.

α = (1, 2, 3)T β = (4, 5, 6)T α · β
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α · β = αTβ = βTα.

A =

αT
1
...

αT
m

 , B = (β1, . . . , βk),

AB =

αT
1 β1 · · · αT

1 βk
...

. . .
...

αT
mβ1 · · · αT

mβk

 = (αi · βj)m×k
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1.2
设 α、β 和 γ 是任给的 Rn 中的列向量，c 是一个实数。则内积运算满
足下述运算性质：

交换性：α · β = β · α，
保加法：(α+ γ) · β = α · β + γ · β，
保数乘：(cα) · β = c(α · β)，
正定性：α · α ≥ 0，且 α · α = 0 当且仅当 α = 0。

’ α · (β + γ) = α · β + α · γ

’ α · (cβ) = c(α · β)
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1.3
设 V 是 Rn 的一个线性子空间。集合 V、线性空间的加法运算、数乘运
算，以及内积运算，这四者构成的整体称为一个标准内积空间。

Rn
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∥α∥

α = (x, y)T ∈ R2

∥α∥ =
√

x2 + y2

α = (x, y, z)T ∈ R3

∥α∥ =
√
x2 + y2 + z2

2.1
设 α = (a1, . . . , an)

T ∈ Rn。向量 α 的长度（也称为范数），记做 ∥α∥，
定义为

∥α∥ ≜
√
a21 + · · ·+ a2n.
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∥α∥ =
√
α · α.

2.2
设 α ∈ Rn 是一个任意给定的列向量，c 是一个任意实数，则

∥cα∥ = |c|∥α∥.
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α = ∥α∥ · α
∥α∥ .

α
∥α∥ ≜ eα α

∥α∥ α

α → eα
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Cauchy

2.3
对任意的 α, β ∈ Rn，总有

|α · β| ≤ ∥α∥∥β∥.

其中等号成立的充分必要条件是 α 与 β 线性相关。
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2.4
对任意的 α, β ∈ Rn，总有

∥α+ β∥ ≤ ∥α∥+ ∥β∥.

2.5
Rn 中的两个点 α 和 β 间的距离，记做 d(α, β)，定义为

d(α, β) ≜ ∥α− β∥.
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180

∥α− β∥2 = ∥α∥2 + ∥β∥2 − 2∥α∥∥β∥ cos θ.

α · β = ∥α∥∥β∥ cos θ.

3.1
设 α, β ∈ Rn，0 ≤ θ ≤ π。若 θ 满足

cos θ =
α · β

∥α∥∥β∥
,

则称 θ 是 α 和 β 的夹角。
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Cauchy

α = (1, 0, 1)T β = (0, 1, 1)T

cos θ = eα · eβ
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