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1 齐次方程组解的结构

2 非齐次方程组解的结构
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1.1
设 η1, η2 是齐次线性方程组 AX = 0 的解，则对任意的 c1, c2 ∈ F，
c1η1 + c2η2 仍是 AX = 0 的解，即齐次方程组的解集合

{X|AX = 0}

是 Fn 的一个子空间。

KerA = {X|AX = 0}
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1.2
如果齐次线性方程组 AX = 0 的一组解 η1, . . . , ηs 满足：

1 η1, . . . , ηs 线性无关；
2 任意解向量都可由 η1, . . . , ηs 线性表出，

则称其为 AX = 0 的一个基础解系。

c1η1 + · · ·+ csηs, c1, . . . , cs ∈ F
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1.3
对于 n 元线性方程组 AX = 0，如果 r(A) = r < n，则该方程组必有基
础解系，且基础解系由 n− r 个向量组成，即

dim KerA = n− r(A).
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1.4
求解下面的齐次线性方程组的基础解系和通解：

y1 + 3y2 + y3 − 2y4 + 4y5 = 0,
2y1 + 6y2 + 2y3 + 5y5 = 0,
4y1 + 11y2 + 5y3 + 8y4 = 0,
y1 + 3y2 + y3 + 2y4 + y5 = 0.
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1.5
设 α1, α2, α3 是齐次线性方程组 AX = 0 的一个基础解系，且

β1 = α1 + α2 + α3, β2 = α2 − α3, β3 = α2 + α3,

问：β1, β2, β3 能否作为 AX = 0 的一个基础解系？

1.6
设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×s 满足 AB = 0，证明：r(A) + r(B) ≤ n。
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1.7
设 A 为 n 阶方阵，则

r(adjA) =


n, 当r(A) = n;
1, 当r(A) = n− 1;
0, 当r(A) < n− 1.

1.8
设 A 是 m× n实矩阵，证明：r(ATA) = r(AAT ) = r(A)。
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1 齐次方程组解的结构

2 非齐次方程组解的结构
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AX = β AX = 0

2.1
设 γ1, γ2 是 AX = β 的解，η 是相应齐次线性方程组 AX = 0 的解，则

1 γ1 − γ2 是 AX = 0 的解；
2 γ1 + η 是 AX = β 的解。
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2.2
对 n 元非齐次线性方程组 AX = β，如果满足 r(A) = r(A) = r < n，
则列向量 X 是方程组 AX = β 的解当且仅当 X 可以被表示为

γ + c1η1 + · · ·+ cn−rηn−r

其中，γ 为该非齐次线性方程组的一个特定的解（简称特解），
η1, . . . , ηn−r 是对应的齐次线性方程组 AX = 0 的一个基础解系，
c1, . . . , cn−r 为 F 中的任意数。

γ + c1η1 + · · ·+ cn−rηn−r
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γ +W = {γ + α|α ∈ W}

γ + KerA

2.3
求非齐次线性方程组的通解

x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 5
x1 + 5x2 − 9x3 + 8x4 = 1

5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12

.
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2.4
设 A 为 m× 3 矩阵且 r(A) = 1。如果非齐次线性方程组 AX = β 的三
个解向量 γ1, γ2, γ3 满足

γ1 + γ2 = (1, 2, 3)T , γ2 + γ3 = (0,−1, 1)T , γ3 + γ1 = (1, 0,−1)T ,

求 AX = β 的通解。
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