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1 子空间

2 子空间的运算

3 （子）空间的基与维数

4 子空间的直和运算
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1.1
设 ∅ ̸= V ⊆ Fm。若 V 对于加法和数乘封闭，即对 ∀α, β ∈ V，∀c ∈ F，

1 α+ β ∈ V；
2 cα ∈ V，

则称 V 是 Fm 的线性子空间，或简称为 Fm 的子空间。

V

∅ ̸= V1 ⊆ V ⊆ Fm V V1 Fm

V1 V

高等代数 https://gdfzu.club §4.4 Fm 的子空间、基与维数 3 / 21



1.1
设 ∅ ̸= V ⊆ Fm。若 V 对于加法和数乘封闭，即对 ∀α, β ∈ V，∀c ∈ F，

1 α+ β ∈ V；

2 cα ∈ V，

则称 V 是 Fm 的线性子空间，或简称为 Fm 的子空间。

V

∅ ̸= V1 ⊆ V ⊆ Fm V V1 Fm

V1 V

高等代数 https://gdfzu.club §4.4 Fm 的子空间、基与维数 3 / 21



1.1
设 ∅ ̸= V ⊆ Fm。若 V 对于加法和数乘封闭，即对 ∀α, β ∈ V，∀c ∈ F，

1 α+ β ∈ V；
2 cα ∈ V，

则称 V 是 Fm 的线性子空间，或简称为 Fm 的子空间。

V

∅ ̸= V1 ⊆ V ⊆ Fm V V1 Fm

V1 V

高等代数 https://gdfzu.club §4.4 Fm 的子空间、基与维数 3 / 21



1.1
设 ∅ ̸= V ⊆ Fm。若 V 对于加法和数乘封闭，即对 ∀α, β ∈ V，∀c ∈ F，

1 α+ β ∈ V；
2 cα ∈ V，

则称 V 是 Fm 的线性子空间，或简称为 Fm 的子空间。

V

∅ ̸= V1 ⊆ V ⊆ Fm V V1 Fm

V1 V

高等代数 https://gdfzu.club §4.4 Fm 的子空间、基与维数 3 / 21



1.1
设 ∅ ̸= V ⊆ Fm。若 V 对于加法和数乘封闭，即对 ∀α, β ∈ V，∀c ∈ F，

1 α+ β ∈ V；
2 cα ∈ V，

则称 V 是 Fm 的线性子空间，或简称为 Fm 的子空间。

V

∅ ̸= V1 ⊆ V ⊆ Fm V V1 Fm

V1 V

高等代数 https://gdfzu.club §4.4 Fm 的子空间、基与维数 3 / 21



0 V = {0}

1.2
R3 的非平凡子空间有两种，一种是通过坐标原点的直线，另一种是通
过坐标原点的平面。

1.3
设 α1, . . . , αn 是 Fm 中的列向量组，则 ⟨α1, . . . , αn⟩ 是 Fm 中包含
α1, . . . , αn 的最小子空间。
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2.1
设 V1, V2 是列向量空间 Fm 的子空间，则

V1 ∩ V2 = {α|α ∈ V1, α ∈ V2}

也是 Fm 的子空间。

2.2
设 V1, V2 是列向量空间 Fm 的子空间，定义 V1 ∩ V2 为 V1 与 V2 的交空
间。

R3 V1, V2

V1, V2 R3 V1 ∩ V2

R3
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V1 + V2 ≜ {α1 + α2|α1 ∈ V1, α2 ∈ V2}

2.3
V1 + V2 也是 Fm 的子空间。

2.4
定义 V1 + V2 为 V1 与 V2 的和空间。
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2.5
坐标平面 xoy 可以看成 R2，取 V1 其中的 x 轴、V2 是 y 轴。易知

V1 =

{(
x
0

)∣∣∣∣x ∈ R
}
, V2 =

{(
0
y

)∣∣∣∣ y ∈ R
}

都是 R2 的子空间。按照定义

V1 + V2 =

{(
x
y

)∣∣∣∣x, y ∈ R
}

= R2.
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2.6
设 V1, V2 是 Fm 的子空间，则

⟨V1 ∪ V2⟩ = V1 + V2,

即和空间 V1 + V2 是包含 V1 ∪ V2 的最小的子空间。
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V1 ∩ · · · ∩ Vs = {α|α ∈ Vi, i = 1, . . . , s}

V1 + · · ·+ Vs = {α1 + · · ·+ αs|αi ∈ Vi, i = 1, . . . , s}
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R3 i = (1, 0, 0)T j = (0, 1, 0)T k = (0, 0, 1)T

3.1
如果在线性子空间 V 中存在 n 个向量 ξ1, . . . , ξn 满足：

1 V 中任一向量均可表示为 ξ1, . . . , ξn 的线性组合，
2 ξ1, . . . , ξn 线性无关，

则称 (ξ1, . . . , ξn) 为 V 的一个基。

3.2
Fm 中，记 ε1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , εm = (0, . . . , 0, 1)T，则 (ε1, . . . , εm)
是一组最常用的 Fm 基，也称为 Fm 的标准基。
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3.3
设 V 是 Fm 的一个子空间。若 V 的基由 n 个向量组成，则称 V 为一
个n 维线性子空间，n 称为 V 的维数，记作 dimV。

V = 0 dimV = 0

3.4
设 A ∈ Fm×n，则 A 列向量组生成的子空间维数等于矩阵 A 的秩，即

dim ImA = r(A).
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3.5
设 dimV = n，ξ1, . . . , ξn ∈ V，则以下几点等价：

1 (ξ1, . . . , ξn) 是 V 的一个基；
2 ξ1, . . . , ξn 线性无关且 V 中任一向量均可由 ξ1, . . . , ξn 线性表出；
3 ξ1, . . . , ξn 线性无关且 V 中任一向量添加到 ξ1, . . . , ξn 所得的新向
量组线性相关；

4 ξ1, . . . , ξn 线性无关；
5 V 中任一向量均可由 ξ1, . . . , ξn 线性表出；
6 V 中任一向量均可由 ξ1, . . . , ξn 线性表出，且表示法唯一。
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3.6
设 V 是 n 维线性空间，α1, . . . , αr 是 V 中 r(r < n) 个线性无关向量，
又 (ξ1, . . . , ξn) 是 V 的一个基，则必可在 ξ1, . . . , ξn 中选出 n− r 个向
量，使其和 α1, . . . , αr 一起凑成 V 的一个基。
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3.7
设 V1, V2 是 Fm 的子空间，则

dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) = dimV1 + dimV2.

3.8
在 F4 中，设

α1 = (1, 2, 1, 0)T , α2 = (−1, 1, 1, 1)T ,
β1 = (2,−1, 0, 1)T , β2 = (1,−1, 3, 7)T ,

记 V1 = ⟨α1, α2⟩，V2 = ⟨β1, β2⟩。

1 求 V1 + V2 的维数与一个基；
2 求 V1 ∩ V2 的维数与一个基。
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2 求 V1 ∩ V2 的维数与一个基。
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2 子空间的运算

3 （子）空间的基与维数

4 子空间的直和运算
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4.1
设 V1, V2 是 V 的子空间。若 V1 + V2 中的任意向量 α 的分解式

α = α1 + α2, α1 ∈ V1, α2 ∈ V2

唯一，则称 V1 + V2 为直和，记为 V1 ⊕ V2。

⇔

α = α1 + α2 = β1 + β2, α1, β1 ∈ V1, α2, β2 ∈ V2,

α1 = β1 α2 = β2
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4.2
设 V = R3。

1 取
V1 = {(x, y, 0)T |x, y ∈ R},

V2 = {(0, 0, z)T |z ∈ R},

则
V = V1 ⊕ V2.

2 取
U1 = V1 = {(x, y, 0)T |x, y ∈ R},

U2 = {(0, y, z)T |y, z ∈ R},

则 V = U1 + U2，但 U1 + U2 不是直和。
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4.3
设 V1, V2 是 V 的子空间。则 V1 + V2 是直和的充分必要条件是 0 向量
分解式唯一。

4.4
若 V1，V2 是 V 的子空间，则 V1+V2 是直和的充要条件是 V1 ∩V2 = 0。

4.5
若 V1，V2 是列向量空间 V 的子空间，则下述命题等价：

1 V1 + V2 是直和；
2 dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2；
3 V1 的任意一组基与 V2 的任意一组基的并构成 V1 + V2 的一组基。
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4.6
设 V1, . . . , Vs 均为 Fm 的子空间。若 V1 + · · ·+ Vs 中任意向量 α 的分
解式

α = α1 + · · ·+ αs, αi ∈ Vi, i = 1, . . . , s

均唯一，则称 V1 + · · ·+ Vs 为直和，记做 V1 ⊕ · · · ⊕ Vs 或
s⊕

i=1
Vi。

4.7
设 V = R2，取

V1 = {(x, 0)T |x ∈ R},

V2 = {(0, y)T |y ∈ R},

V3 = {(x, x)T |x ∈ R},

则 V1 ∩ V2 = V2 ∩ V3 = V3 ∩ V1 = {0}，但 V1 + V2 + V3 不是直和。
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