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ImA ≜ {c1α1 + · · ·+ cnαn|c1, . . . , cn ∈ F}

ImA

1.1
设 α1, . . . , αn 是 Fm 中的列向量组。称集合

{c1α1 + · · ·+ cnαn|c1, . . . , cn ∈ F}

为由 α1, . . . , αn 生成的子空间，或也称为向量组 α1, . . . , αn 的生成子空
间，记做 ⟨α1, . . . , αn⟩。
特别地，一个矩阵 A 的列向量组生成的子空间也称为 A 的列空间，记
做 ImA。
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1.2
AX = β 有解的充分必要条件是 β ∈ ImA。
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2.1
若向量组 α1, . . . , αs 的子向量组 αi1 , αi2 , . . . , αir 满足：

1 αi1 , αi2 , . . . , αir 线性无关；
2 将原向量组中任意一个向量添加到 αi1 , αi2 , . . . , αir 得到的 r + 1 个
向量线性相关，

则称 αi1 , αi2 , . . . , αir 是向量组 α1, . . . , αs 的一个极大线性无关组，简
称为极大无关组。
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0

α1, α2, . . . , αs α1, α2, . . . , αs

R2 α1 = (1, 0)T α2 = (0, 1)T α3 = (1, 1)T

α1, α2 α1, α2, α3

α1, α3 α1, α2, α3

α2, α3 α1, α2, α3
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S = {α1, . . . , αs}

1 R = ∅

2  αk, k = 1, . . . , s

αk R αk R
R← R ∪ {αk} R

αk
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2.2
向量组的任意一个线性无关子向量组均可扩展成为一个极大无关组。

2.3
若 αi1 , . . . , αir 是 α1, . . . , αs 的极大无关组，则

⟨αi1 , . . . , αir⟩ = ⟨α1, . . . , αs⟩.
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2.4
设 α1 = (2, 1, 3, 0, 4)T，α2 = (−1, 2, 3, 1, 0)T，α3 = (3,−1, 0,−1, 4)T，

1 求 α1, α2, α3 的一个极大线性无关组；
2 将其余向量表示为该极大无关组的线性组合。
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3.1
设 α1, . . . , αs 和 β1, . . . , βt 都是 Fm 中的向量组。若 α1, . . . , αs 中的每
个向量都可由 β1, . . . , βt 线性表出，则称向量组 α1, . . . , αs 可由向量组
β1, . . . , βt线性表出；若向量组 α1, . . . , αs 和向量组 β1, . . . , βt 可以互相
线性表出，则称向量组 α1, . . . , αs 和 β1, . . . , βt等价。
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3.2
向量组 α1, . . . , αs 可由向量组 β1, . . . , βt 线性表出等价于存在
A ∈ Ft×s，使得

(α1, . . . , αs) = (β1, . . . , βt)A.
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3.3
设 α1, . . . , αs 和 β1, . . . , βt 都是 Fm 中的向量组。则

1 α1, . . . , αs 可由 β1, . . . , βt 线性表出的充分必要条件是

⟨α1, . . . , αs⟩ ⊆ ⟨β1, . . . , βt⟩.

2 向量组 α1, . . . , αs 和 β1, . . . , βt 等价的充分必要条件是

⟨α1, . . . , αs⟩ = ⟨β1, . . . , βt⟩.
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1 α1, . . . , αs α1, . . . , αs

2 α1, . . . , αs β1, . . . , βt β1, . . . , βt
α1, . . . , αs

3 α1, . . . , αs β1, . . . , βt β1, . . . , βt γ1, . . . , γr
α1, . . . , αs γ1, . . . , γr
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3.4
向量组和其极大线性无关组等价。

3.5
如果向量组 α1, . . . , αs 可以由 β1, . . . , βt 线性表出，且 s > t，则
α1, . . . , αs 必线性相关。
等价的，如果向量组 α1, . . . , αs 可以由 β1, . . . , βt 线性表出，且向量组
α1, . . . , αs 线性无关，则 s ≤ t。

3.6
两个等价的线性无关向量组所含向量个数相等。
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3.7
向量组 α1, . . . , αs 的极大无关组所含向量个数称为该向量组的秩，记为
r(α1, . . . , αs)。

3.8
如果向量组 α1, . . . , αs 可以由向量组 β1, . . . , βt 线性表出，则

r(α1, . . . , αs) ≤ r(β1, . . . , βt).

3.9
等价的向量组的秩相等。
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3.10

1 向量组 α1, . . . , αs 可以由 β1, . . . , βt 线性表出的充要条件是

r(β1, . . . , βt) = r(α1, . . . , αs, β1, . . . , βt).

2 向量组 α1, . . . , αs 与 β1, . . . , βt 等价的充要条件是

r(β1, . . . , βt) = r(α1, . . . , αs, β1, . . . , βt) = r(α1, . . . , αs).
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4.1
矩阵 A 列向量组的秩称为 A 的列秩。矩阵 A 行向量组的秩称为 A
的行秩。

4.2
任一 m× n 矩阵 A 的列秩等于矩阵的秩 r(A)。

4.3
设 A ∈ Fm×n，则

r(A) = r(AT ) = A的行秩。
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4.4
设 A 是 n 阶方阵，则下列命题等价：

1 r(A) = n；
2 A 可逆；
3 detA ̸= 0；
4 A 的列（行）向量组线性无关；
5 A 的列（行）向量组的秩为 n。
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5 A 的列（行）向量组的秩为 n。
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4.5
矩阵 A 的秩 r(A) 等于其非 0 子式的最大阶数。即若 r(A) = r，则

1 存在 A 的 r 阶子式不为 0；
2 A 的任意阶数超过 r 阶的子式 (若存在) 都为 0。

4.6
设 A ∈ Fm×n，则下述均可作为 r(A) 的等价定义：

1 线性方程组 AX = 0 中的有效方程个数，即 A 的简化阶梯形中非
0 行行数；

2 A 的列向量组的秩，即列向量组极大无关组中含有的向量个数；
3 A 的行向量组的秩，即行向量组极大无关组中含有的向量个数；
4 A 非 0 子式的最大阶数。
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4.7
设 A ∈ Fm×n，证明：r(A) ≤ min{m,n}。

4.8
证明：max{r(A), r(B)} ≤ r(A,B) ≤ r(A) + r(B)。

4.9
证明：r(A+B) ≤ r(A) + r(B)。

4.10
证明：r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}。
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Sylvester

4.11
设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×s，则

r(AB) ≥ r(A) + r(B)− n.

高等代数 https://gdfzu.club §4.3 生成子空间、极大无关组与秩 24 / 24


	生成子空间
	极大无关组
	向量组的秩与线性表出
	矩阵的列秩与行秩

