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1.1
设 α1, . . . , αn 是 Fm 中的列向量组。若存在不全为 0 的系数 c1, . . . , cn，
使得

c1α1 + · · ·+ cnαn = 0,

则称列向量组 α1, . . . , αn 线性相关。

1.2
设 α1, . . . , αn 是 Fm 中的列向量组。若

c1α1 + · · ·+ cnαn = 0

当且仅当
c1 = · · · = cn = 0,

则称列向量组 α1, . . . , αn线性无关。
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1.3
在 R3 中，证明：

1 向量组 α1 = (1, 2, 1)T , α2 = (−2,−4,−2)T 线性相关；
2 向量组 ε1 = (1, 0, 0)T , ε2 = (0, 1, 0)T , ε3 = (0, 0, 1)T 线性无关。

1.4
设矩阵 A 的列向量组为 α1, . . . , αn。若线性方程组 AX = β 有解，则
AX = β 有唯一解的充分必要条件是 α1, . . . , αn线性无关。
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1.5
设矩阵 A 的列向量组为 α1, . . . , αn。则 AX = 0 有唯一解的充分必要
条件是 α1, . . . , αn 线性无关。此时的唯一解为全 0 解。

1.6
设 α1, α2, α3 ∈ Fm 线性无关，

β1 = α1 + α2, β2 = α2 + α3, β3 = α3 + α1,

证明：向量组 β1, β2, β3 线性无关。

高等代数 https://gdfzu.club §4.2 线性相关与线性无关 5 / 18



/

1.5
设矩阵 A 的列向量组为 α1, . . . , αn。则 AX = 0 有唯一解的充分必要
条件是 α1, . . . , αn 线性无关。此时的唯一解为全 0 解。

1.6
设 α1, α2, α3 ∈ Fm 线性无关，

β1 = α1 + α2, β2 = α2 + α3, β3 = α3 + α1,

证明：向量组 β1, β2, β3 线性无关。

高等代数 https://gdfzu.club §4.2 线性相关与线性无关 5 / 18



/

1 线性相关/无关的概念

2 线性相关/无关的性质

3 线性相关/无关性的判定

高等代数 https://gdfzu.club §4.2 线性相关与线性无关 6 / 18



/

2.1
在几何空间 R3 中，判断下列向量组是否线性相关，并借助数学软件观
察其几何性质。

1 向量 α1 = (1,−1, 1)T , α2 = (2,−2, 2)T；
2 向量 β1 = (1,−1, 1)T , β2 = (0, 1, 0)T , β3 = (1, 1, 1)T；
3 向量

γ1 = (1,−1, 1)T , γ2 = (1, 0, 0)T , γ3 = (1, 1, 2)T , γ4 = (3, 2, 1)T .
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2.2
设 α, β, γ ∈ R3，则

1 一个列向量 α 线性相关的充分必要条件是 α = 0；
2 两个列向量 α 和 β 线性相关的充要条件是 α 和 β 共线；
3 三个列向量 α、β 和 γ 线性相关的充要条件是 α、β 和 γ 共面；
4 R3 中任意 4 个向量都是线性相关的。
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Fm /

2.3
在 F4 中，判断向量组 α1, α2, α3, α4 是否线性相关。若是，试写出一个
关系式。

1 α1 =


1
−1
2
1

 , α2 =


3
−2
5
−1

 , α3 =


2
−1
7
3

 , α4 =


−1
4
−1
1

；

2 α1 =


1
−1
2
1

 , α2 =


3
−2
5
−1

 , α3 =


2
−1
7
3

 , α4 =


−1
4
−1
8

。
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2.4
向量组 α1, . . . , αn(n ≥ 2) 线性相关的充分必要条件是其中至少有一个
向量是其余向量的线性组合。
向量组 α1, . . . , αn(n ≥ 2) 线性无关的充分必要条件是其中任何一个向
量 αi 都不是其余向量的线性组合。

2.5
若 α1, . . . , αn 是线性相关向量组，则任一包含该组向量的向量组必线性
相关（部分线性相关，整体线性相关）。
若 α1, . . . , αn 是线性无关向量组，则从该向量组中任意取出一组向量必
线性无关（整体线性无关，部分线性无关）。
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2.6
设 αi = (a1i, . . . , ami)

T，i = 1, . . . , n 是 Fm 中的向量组。该向量组中的
每个向量在相同位置上加上 k 个分量，得到一个新的向量组 β1, . . . , βn，
即对 ∀i = 1, . . . , n,

βi = (a1i, . . . , ami, am+1,i, . . . , am+k,i)
T .

若 α1, . . . , αn 线性无关，则向量组 β1, . . . , βn 线性无关（短向量线
性无关，则加长向量线性无关）；

若 β1, . . . , βn 线性相关，则 α1, . . . , αn 线性相关（长向量线性相
关，则缩短向量线性相关）。
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2.7
若 α1, . . . , αn 线性无关，α1, . . . , αn, β 线性相关，则 β 可由 α1, . . . , αn

线性表出且表示法唯一。
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3.1
判断向量组 α1 = (1, 0, 0)T , α2 = (2, 3, 0)T , α3 = (3, 4, 5)T 是否线性相
关。
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3.1
判断向量组 α1 = (1, 0, 0)T , α2 = (2, 3, 0)T , α3 = (3, 4, 5)T 是否线性相
关。
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1 A

2 A B

3 B 0

高等代数 https://gdfzu.club §4.2 线性相关与线性无关 15 / 18



/

1 A

2 A B

3 B 0

高等代数 https://gdfzu.club §4.2 线性相关与线性无关 15 / 18



/

1 A

2 A B

3 B 0

高等代数 https://gdfzu.club §4.2 线性相关与线性无关 15 / 18



/

3.2
判别向量组

α1 =

1
2
3

 , α2 =

2
3
4

 , α3 =

3
4
5


是否线性相关。
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3.3
设 α1, . . . , αn ∈ Fm，A = (α1, . . . , αn)。则向量组 α1, . . . , αn 线性无关
当且仅当

r(A) = n.

3.4
设 α1, . . . , αn ∈ Fm，A = (α1, . . . , αn)。若

m < n,

则向量组 α1, . . . , αn 线性相关。
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3.5
设 α1, . . . , αm ∈ Fm，记 A = (α1, . . . , αm)。则 α1, . . . , αm 线性相关当
且仅当 detA = 0；等价地，α1, . . . , αm 线性无关当且仅当 detA ̸= 0。

3.6
设 α1 = (1, 2, 0)T，α2 = (1, a+ 2,−3a)T，α3 = (−1,−b− 2, a+ 2b)T，
试讨论当 a, b 满足什么条件时，α1, α2, α3 线性无关？
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