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1 按一行（列）进行行列式展开

2 伴随矩阵——逆矩阵的公式表示

3 行列式按多行（列）的 Laplace 展开
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1.1
设 (i1, . . . , in) 是 1, . . . , n 的一个排列，则

τ(i1, . . . , in) = τ(i2, . . . , in) + i1 − 1.

1.1
设 A 是 n 阶方阵，i 是任意一个小于等于 n 的正整数。则行列式 detA
等于它的所有第 i 行元素与其代数余子式的乘积之和，即

detA = ai1Ai1 + · · ·+ ainAin (1.1)

=
n∑

j=1

(−1)i+jaijMij .. (1.2)

(1.1) (1.2) n detA i
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1.2
设 A 是 n 阶方阵，j 是任意一个小于等于 n 的正整数。则行列式 detA
等于它的所有第 j 列元素与其代数余子式的乘积之和，即

detA = a1jA1j + · · ·+ anjAnj (1.3)

=
n∑

i=1

(−1)i+jaijMij . (1.4)

(1.1) (1.2) n detA i
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1
计算 n 阶行列式 (n > 1)：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 0 · · · 0 0
0 a b 0 · · · 0 0
0 0 a b · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · a b
b 0 0 0 · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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2
计算 n 阶行列式 (n ≥ 2)：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ bn
−1 λ bn−1

−1 λ bn−2

. . .
. . .

...
−1 λ b2

−1 λ+ b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Vandermonde

3
证明：n 阶 Vandermonde（范德蒙德）行列式 (n ≥ 2)

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
x1 x2 x3 · · · xn
x21 x22 x23 · · · x2n
...

...
...

...

xn−2
1 xn−2

2 xn−2
3 · · · xn−2

n

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(xi − xj) .

Vandermonde
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1 按一行（列）进行行列式展开

2 伴随矩阵——逆矩阵的公式表示

3 行列式按多行（列）的 Laplace 展开

4 分块矩阵的行列式
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2.1
设 A = (aij)n×n 是一个 n 阶方阵，则

ak1Ai1 + · · ·+ aknAin =

{
detA, 当k = i时,

0, 当k ̸= i时;

a1lA1j + · · ·+ anlAnj =

{
detA, 当l = j时,

0. 当l ̸= j时.
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2.1
设 A 为 n 阶方阵，Aij 为 A 的第 i 行第 j 列元素 aij 的代数余子式,
称矩阵 (Aji)n×n 为 A 的伴随矩阵，记做 adjA（或 A∗），即

adjA = A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22
. . .

...
...

. . .
. . . An,n−1

A1n · · · An−1,n Ann

 .

2.1

A · adjA = adjA ·A = (detA)E

高等代数 https://gdfzu.club §3.3 行列式按行 (列) 展开 13 / 31



2.1
设 A 为 n 阶方阵，Aij 为 A 的第 i 行第 j 列元素 aij 的代数余子式,
称矩阵 (Aji)n×n 为 A 的伴随矩阵，记做 adjA（或 A∗），即

adjA = A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22
. . .

...
...

. . .
. . . An,n−1

A1n · · · An−1,n Ann

 .

2.1

A · adjA = adjA ·A = (detA)E

高等代数 https://gdfzu.club §3.3 行列式按行 (列) 展开 13 / 31



2.2
A 可逆的充分必要条件是 detA ̸= 0。
当 detA ̸= 0 时，

A−1 =
1

detA adjA

2.1
设 A 是 n 阶方阵，则 detA ̸= 0 当且仅当 A 的秩 r(A) 等于 n。
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4

证明矩阵
(
2 −1
3 0

)
可逆并求其逆矩阵。
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Laplace

1 按一行（列）进行行列式展开

2 伴随矩阵——逆矩阵的公式表示

3 行列式按多行（列）的 Laplace 展开

4 分块矩阵的行列式

高等代数 https://gdfzu.club §3.3 行列式按行 (列) 展开 16 / 31



Laplace

k

3.1
在一个 n 阶行列式 detA 中任意选定第 i1 行、第 i2 行、· · ·、第 ik 行
及第 j1 列、第 j2 列、· · ·、第 jk 列交点上的元，其
中1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n、 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n，按原来 A 中
相对位置构成一个 k 阶行列式，称此行列式为 A 的一个k 阶子式，记为

A

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk

ai2j1 ai2j2
. . .

...
...

. . .
. . . aik−1jk

aikj1 aikj2 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Laplace

k

3.2
在 detA 中划去这 k 行 k 列后余下的元素按照原来的次序组成的 n− k

阶行列式 M

[
i1 i2 . . . ik
j1 j2 . . . jk

]
称为 k 阶子式 A

[
i1 i2 . . . ik
j1 j2 . . . jk

]
的余

子式。相应的 k 阶代数余子式定义为

Â

[
i1 i2 . . . ik
j1 j2 . . . jk

]
= (−1)(i1+i2+···+ik)+(j1+j2+···+jk)M

[
i1 i2 . . . ik
j1 j2 . . . jk

]
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Laplace

Laplace ( )

3.1
设 detA 是 n 阶行列式，在 detA 中任取 k 行，那么含于这 k 行的全
部 k 阶子式与它们对应的代数余子式的乘积之和等于 detA。即若取定
k 行：1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n，则

detA =
∑

1≤j1<···<jk≤n

A

[
i1 . . . ik
j1 . . . jk

]
Â

[
i1 . . . ik
j1 . . . jk

]
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Laplace

5
固定 1、3 两行，按照 Laplace 定理写出计算 4 阶行列式的公式。

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 4
0 −1 2 1
1 0 1 3
0 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Laplace

Laplace

3.1 ∣∣∣∣A1 0
0 A2

∣∣∣∣ = detA1 · detA2.

3.1
一个 n 阶行列式 detA 的任一 k 阶子式与其代数余子式之积的每一项
都是 detA 的展开式中的一项，并且符号也一致。
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Laplace

6
求

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3 4
0 0 −1 2 3
2 3 4 5 1
0 0 2 3 0
0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Laplace

7
求 2n 阶行列式的值

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b
. . . . .

.

a b
b a

. .
. . . .

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dn = (−1)1+2n+1+2n

∣∣∣∣a b
b a

∣∣∣∣Dn−1 = (a2 − b2)n.
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Laplace

7
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a b
. . . . .

.

a b
b a

. .
. . . .

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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b a
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Laplace

8
求下列行列式的值∣∣∣∣An×n 0

Cm×n Bm×m

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 0 An×n

Bm×m Cm×n

∣∣∣∣
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Laplace

Laplace

3.2
设 detA 是 n 阶行列式，在 detA 中任取 k 列，那么含于这 k 列的全
部 k 阶子式与它们对应的代数余子式的乘积之和等于 detA。即若取定
k 列：1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n，则

detA =
∑

1≤i1<···<ik≤n

A

[
i1 . . . ik
j1 . . . jk

]
Â

[
i1 . . . ik
j1 . . . jk

]
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Laplace

3.1
设 A 是一个分块下三角矩阵，即

A =

A1 0
. . .

∗ Ak

 ,

其中 A1, . . . , Ak 都是方阵（阶数可以不同）。则

detA =

k∏
j=1

detAj .
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1 按一行（列）进行行列式展开

2 伴随矩阵——逆矩阵的公式表示

3 行列式按多行（列）的 Laplace 展开

4 分块矩阵的行列式
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4.1

设矩阵有分块形式
(
A B
C D

)
，其中 A、D 分别是 r × h、s× l 阶矩阵。

计算 (
Er 0
K Es

)(
A B
C D

)
,

(
A B
C D

)(
Eh 0
L El

)
,(

Er 0
0 Ns×s

)(
A B
C D

)
,

(
0 Es

Er 0

)(
A B
C D

)
,

4.1
对分块矩阵做块矩阵的消法变换不改变行列式。

高等代数 https://gdfzu.club §3.3 行列式按行 (列) 展开 28 / 31



4.1

设矩阵有分块形式
(
A B
C D

)
，其中 A、D 分别是 r × h、s× l 阶矩阵。

计算 (
Er 0
K Es

)(
A B
C D

)
,

(
A B
C D

)(
Eh 0
L El

)
,(

Er 0
0 Ns×s

)(
A B
C D

)
,

(
0 Es

Er 0

)(
A B
C D

)
,

4.1
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4.1
设 A 是 m 阶可逆阵，D 是 n 阶方阵，则∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ = |A| · |D − CA−1B|.

特别地，若 A 可逆且AC = CA，则∣∣∣∣A B
C D

∣∣∣∣ = |AD − CB|.

D − CA−1B A Schur

高等代数 https://gdfzu.club §3.3 行列式按行 (列) 展开 29 / 31
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4.1
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4.2
设 ai ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n，利用降阶公式计算 n+ 1 阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b1 · · · bn
c1 a1
...

. . .

cn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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AB BA

4.1
设 A 是 m× n 阶矩阵，B 是 n×m 阶矩阵，m ≥ n。则

det(λEm −AB) = λm−n det(λEn −BA).

4.3
求行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a1a2 + 1 · · · a1an + 1
a2a1 + 1 a22 · · · a2an + 1

...
...

. . .
...

ana1 + 1 ana2 + 1 · · · a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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