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1.1
设 A 是任意给定的一个 m× n 阶矩阵。则

1 AE(i, j) 等于交换 A 的第 i、j 两列后所得矩阵；
2 AE(i(c)) 等于将 A 的第 i 列乘以非 0 常数 c 后所得矩阵；
3 AE(i, j(c)) 等于将 A 的第 j 列加上第 i 列乘以常数 c 后所得矩阵。

1.2
矩阵 A 经过有限次列初等变换可以变成 B 的充分必要条件是：存在可
逆矩阵 Q，使得

AQ = B.
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2.1
若矩阵 A 经过有限次初等变换后变成 B，则称 A 与 B相抵，记为
A ⋍ B。

2.1
设 A、B 均为 m× n 阶矩阵，则下列叙述等价：

1 A ⋍ B；
2 存在初等矩阵 Pi, Qj (i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , t) 使得

Ps · · ·P1AQ1 · · ·Qt = B;

3 存在 m 阶可逆矩阵 P 和 n 阶可逆矩阵 Q 使得

PAQ = B.
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1 A ⋍ A
2 A ⋍ B ⇒ B ⋍ A
3 A ⋍ B B ⋍ C ⇒ A ⋍ C

2.2

任意矩阵 A 必相抵于
(
Er 0
0 0

)
，其中 r = r(A)。等价地，对于任意矩

阵 Am×n，存在可逆矩阵 Pm×m、Qn×n 使得

PAQ =

(
Er 0
0 0

)
.

(
Er 0
0 0

)
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2.3
设 A 和 B 是任意给定的 2 个 m× n 阶矩阵，则

1 r(A) = r(AT )，即转置不改变矩阵的秩；
2 行初等变换不改变矩阵的秩，即对任意的 m 阶可逆矩阵 P，有

r(PA) = r(A)；
3 列初等变换不改变矩阵的秩，即对任意的 n 阶可逆矩阵 Q，有

r(AQ) = r(A)；
4 若 C 是与 A 行等价的阶梯形矩阵，则 r(A) 等于 C 的非 0 行行数；
5 r(A) ≤ min{m,n}，即矩阵的秩不超过行数和列数的最小值。
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例 1 (秩一分解)
设矩阵 A 的秩为 r，求证存在 r 个秩全为 1 的同阶矩阵 A1, . . . , Ar，使
得

A = A1 + · · ·+Ar.

例 2 (满秩分解)
设 m× n 阶矩阵 A 的秩为 r，证明存在矩阵 Bm×r、Cr×n，使得
A = BC.

高等代数 https://gdfzu.club $2.7 列初等变换与相抵 9 / 10



例 1 (秩一分解)
设矩阵 A 的秩为 r，求证存在 r 个秩全为 1 的同阶矩阵 A1, . . . , Ar，使
得

A = A1 + · · ·+Ar.

例 2 (满秩分解)
设 m× n 阶矩阵 A 的秩为 r，证明存在矩阵 Bm×r、Cr×n，使得
A = BC.

高等代数 https://gdfzu.club $2.7 列初等变换与相抵 9 / 10



P,Q

例 3

将 A =

2 0 2 0
1 2 0 0
0 1 1 6

 化为相抵标准形，并写出相应初等矩阵。
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